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CALCUL VECTORIAL 


S 1. Vectori liberi 


Un vector liber are trei elemente caracteristice: direcție, sens şi lungime 
(normă sau modul). Acestea vor îi definite în continuare. -Precizám însă de 
la început că nu orice entitate descrisă prin „direcție, sens şi mărime“ este 
un vector liber. 

Fie A şi B două puncte din cala Segmentul [AB] este bine determinat 
de extremităţile sale A şi B, iar sensul de parcurs pe un asemenea segment 
este bine determinat de o ordonare a acestor extremităţi. Aceste observaţii 
justifică următoarea : 


Definiţie. O pereche ordonată (A, B) de puncte din plan se numește 


segmen t orientat (vector legat în punctul A) gi se notează cu AB. 


Fie / AB un segment, orientat. Punctul A se numeşte originea lui AB, lar 

punctul B se numește extremitatea lui AB. Dacă A + B, atunci segmentul 
— 

orientat, A.B se reprezintă grafic prin săgeata care uneşte pe A cu P (fig. I. 1). 


— 
În cazul cînd A = B se obţine ceea ce se numește segmentul orientat nul AA, 
care se reprezintă grafic pan punctul A. 
egmentele orientate AB şi CD se numesc: 
i egale, dacă A = C și B = D (coincid); 
2) opuse, dacă A = Dşi B = C. 


Dreapta determinată de segmentul orientat AB se numește dreapta suport 


a lui AB şi se notează cu AB. Această dreaptă este unic determinată numai 
dacă A # B; orice dreaptă care trece prin punctul A 


B 
2 
este dreaptá suport pentru segmentul orientat nul AA. 5 
E z a i A 
Două segmente orientate se numesc coliniare dacă (5 


dreptele lor suport sint egole (coincid); douá segmente 
orientate se numesc paralele dacă dreptele suport Â 
corespunzătoare sînt paralele. i pg. ME 


| 


Directio 


Două drepte d si d! din plan se numesc „egale sau paralele“ dacă dc d, 
d! Cd (coincid) sau d N d! = Ø (sint disjuncte). 

Teoremá*. Relaţia binară „egale sau paralele“ este o relaţie de echi- 
valență pe mulțimea dreptelor «din plan. 

Demonstraţie. Relaţia „egale sau paralele“ este reflexiod, simetrică şi tran- 
zilivă. Reflexivitatea este totuna cu egalitatea. Simetria rezultă din reflexi- 
vitate şi din simetria paralelismului între drepte: dacă d = d’, atunci gi d' = 
= d; dacă d || d”, atunci și d’ || d. Tranzitivitatea decurge din faptul că două 
drepte paralele cu o a treia sînt sau egale sau paralele. 

Reamintim că o relație de echivalență definită pe o mulţime determină 
o împărțire a mulțimii respective în clase de echivalență (submultimi disjuncte), 
într-o clasă de echivalență intrind toate elementele echivalente între ele. În 
cazul relației ,egole sau paralele“ definită pe mulţimea dreptelor din plan, 
clasele de echivalență se numesc direcţii. Cu alte cuvinte o direcție este o fami- 
lie de drepte paralele (fig. 1. 2), fiecare dreaptă din această familie fiind un 
reprezentant al direcției din care face parte. Astfel „direcţia unei drepte“ se 
utilizează ca sinonim pentru „familia de drepte paralele cu o dreaptă dată“ 
sau pentru „clasa de echivalență determinată de dreapta respectivă în raport 
cu relația egale sau paralele“. 


— 
Un segment orientat nenul AB determină în mod unic dreapta suport AB. 
De aceea direcţia dreptei suport poate fi ataşată direct oricărui segment orien- 
tat care determină dreapta. Astfel direcţia dreptei AB se numeşte direcția 
— f 
segmentului orientat nenul AB. 'Tinind seama că dreapta suport a unui seg- 
ment orientat nul nu este unic determinată, admitem că direcția unui 
asemenea segment este nedeterminată. : 
Definitie. Se spune că două segmento orientate au aceeași directio 
dacă: l 


1) ambele sînt nenule gi dreptele lor suport aparțin aceleiași direcţii, sau 


„2) ambele sînt nule. 


Teoremá. Relaţia binară „aceeași direcție“ pentru segmente orientate 
este o relaţie de echivalență pe mulţimea segmentelor orientate. 


Demonstraţie. Temă. 


Pentru segmentele orientate nenule 
direcţiile sint, clasele de echivalență ale 
dreptelor suport relativ la relaţia „egale 
sau paralele“. Cu alte cuvinte două seg- 
mente orientate nenule au aceeaşi direcţie 
dacă gi numai dacă ele sînt coliniare sau 

Fig. 1.2 paralele. 


* pie Eo mulţime oarecare nevidá. Se numeşte relatie binară pe E o submulțime a 
produsului cartezian E x E. O relaţie binară pe £ care este rellexivá, simetrică gi Iran- 
zitivă se numeste relație de echivalență pe E, i : 


Sens 


Fie d o dreaptă din plan. Pe dreapta d se pot stabili două si numai două 
sensuri de parcurs (ordini ale punctelor dreptei, consecință a axiomelor de 
ordine) pe care le vom nota prin săgeți. O dreaptă d împreună cu o alegere a 
unui sens de parcurs se numeşte dreaplă orientală (fig. 1. 3). 

Definiție. Două segmente orientate nenule coliniare au acelaşi sens 
dacă sensurile de parcurs determinate pe dreapta suport comună coincid. 

Două segmente orientate nenule paralelo au acelaşi sens dacă extren ii 
lor se află în același semiplan determinat de dreapta care unesto originile seg- ; 
mentelor (fig. I. 4). 


Teoremá. Relaţia binară „acelaşi sens“, pentru segmente orientale ne- 
nule de aceeaşi direcție, este o relaţie de echivalență. 

Demonstraţie. Temă. 

Două segmente orientate nenule care au acelaşi sens au implicit, şi aceeaşi 
direcție. Clasele de echivalență relative la relaţia „același sens“ se numesc 
sensuri. Evident există numai două asemenea clase: sensul inițial impus de 
un segment orientat nenul fixat gi opusul său. Admitem că sensul unui segment 
orientat nul este nedeterminat. 

Familia de drepte paralele cu o dreaptă dată este direcţia dreptei respec- 
tive. O direcţie pentru care s-a fixat același sens (de parcurs) pe toate dreptele 
pe care le conţine se numeşte direcție orientată (fig. 1.3). Pentru fixarea unei 
direcţii orientate este suficientá indicarea unui segment orientat nenul pe una 
dintre dreptele familiei numită direcţie. 


Lungime 


> 


— G5 > 
AB 


Fie AB un segment orientat, Prin lungimea (norma sau modulul) lui A B 
înțelegem lungimea segmentului neorientat [A B], adică distanţa dintre punc- 
tele A și B. Un segment orientat nul are lungimea zero gi reciproc orice scg- 
ment orientat; de lungime zero este nul. Două segmente neorientate care au 
aceeași lungime se numesc segmente congruente. 


È ENE 
e A 
A de ES 
Fig. 1.3 Fig. I.4 
: 5 


Dofinitio. Două segmente orientate an acecagi lungime dacă segmen- 
tela neorientato corespunzătoare sînt congruento. 


Tooremíá. Relația binară „aceeași lungime“ peniru segmente orientate 
esle o relaţie de echivalență. 


Demonstraţie. Relaţia „aceeaşi lungime“ pentru segmente orientate este 
definită prin relația de congruentá pentru segmente neorientate, iar aceasta 
din urmă este o relaţie de echivalență. 

se 

Relaţiile binare „aceeaşi direcţie“, „acelaşi sens“ şi „aceeaşi lungime“ 
pentru segmentele orientate din plan generează o nouă relație binară pentru 
segmentele orientate, esenţială în definirea noţiunii de vector liber. 


Dofiniftie. Două segmento orientate nenule se numesc echipolente dacă 
au aceeaşi direcție, acelaşi sens gi acceaşi lungime. 
— — A > 
Dacă AB este echipolent cu CD, atunci vom serie AB ~ CD. 


— 


Temă. Sá se demonstreze implicatia AB 


n os sA IP AI y : 
Tooremá, Relajia de echipcleniá pentru segmente orientate nenule este 
o relatie de echivalență. 


Demonstraţie. Relaţia de echipolentá este reflexivă, simetrică si tranzitivă 
deoarece fiecare dintre relaţiile „aceeaşi direcţie“, „acelaşi sens“ şi „aceeași 
lungime“ satisfac aceste trei proprietăţi. 

Prelungim relaţia de echipolentá şi la segmentele orientate nule: toate 
segmentele orientate nule sînt echipolente între ele. Astfel obţinem o relaţie 
de echipolentá pe mulțimea tuturor segmentelor orientate din plan care este 
o relaţie de echivalență. 


Y 


Definiţie. Clasele de echivalență, alo segmentelor orientate, relative 
la relația de echipolenfá, se numesc vectori liberi. 


Cu alte cuvinte un vector liber este o submulțime a mulţimii tuturor seg- 
mentelor orientate care se bucură de proprietăţile: (1) este formată din seg- 
mente echipolente între ele și (2) conţine toate segmentele echipolente cu un 
segment fixat al său. Fiecare segment orientat din clasa numită vector liber 
este un reprezentant al clasei. Direcţia, sensul şi lungimea care sint respectiv 
comune tuturor segmentelor orientate ce definesc un vector liber se numere 


= —> 
CDs Ae BD (tig: 1. 5) 


direcția, sensul şi lungimea vectorului liber. Intuitiy vectorul Jiber poate fi 
gindit ca un segment orientat care migiează în plan păstrindu-și direcţia şi 
sensul. 

Vectorii liberi se notează cu litere mici cu bară deasupra ă, d, ..., iar în 
desen sînt reprezentanţi printr-unul dintre segmentele orientate echi] volente 
care definesc clasa numită vector. În contextul oeoa i vectorii libe 


se mai notează si prin AB, CD, ...; evident AB E AB, adicá AB este un. 


reprezentant; al lui AB. y 
Presupunem că am fixat o unitate de măsură (etalon) pentru lungimile 
segmentelor neorientate. În acest caz luñgimea unui vector liber va fi dată 
J printr-un număr real pozitiv care reprezintă.măsura comună a tuturor seg- 
mentelor neorientate corespunzătoare segmentelor orientate din clasa numită 


B AB l, 


vector, in raport cu unitatea de măsură. Notatii pentru lungime: 
d(A,B). 
Vectorul liber caracterizat prin faptul că are. lungimea zero, iar direcția 


si sensul sint nedeterminate se numeşte zero sau vector nul. El se notează cu 0 
— 
şi este reprezentat, de orice segment orientat AA. 


Un vector de lungime unu se numeşte versor sau vector unitar (unitate). 

Vectorii liberi care au aceeaşi direcţie se numesc vectori coliniari. Vectorul 
zero este coliniar cu orice alt vector. Reprezentanţii vectorilor coliniari sint 
segmente orientate coliniare sau paralele. Doi vectori coliniari care au aceeași 
lungime însă su sensuri opuse se numesc vectori opuși. Dacă unul dintre ei 
este notat cu ă, atunci opusul său este notat cu —ă (fig. I. 6). 

Doi vectori liberi ă şi b sint egali, gi se serie â = b, dacă reprezentanții 
lor sint echipolenti sau, echivalent, dacă au aceeași direcţie, același sens și 
aceeaşi lungime. 

Notăm planul cu p gi mulțimea vectorilor liberi din plan cu V. În p fixám 
un punct; O pe care îl vom numi origine. Oricărui alt punct M E pú corespunde 
un vector liber şi numai unul OM € V al cărui Lada este segmentul 
orientat OM. Într-adevăr, dacă M z M', atunci OI Oi $ i deci OM + 
+ OM". Reciproc, oricărui vector F îi corespunde un punct Ms şi numai unul, 
astfel încît oM să reprezinte pe F. Vectorul OM se numește vectorul de poziție 
al punctului M faţă de punctul origine O, iar 
observaţiile precedente se rezumă prin teorema 


următoare. 


Teoremá, Fie O punctul origine. Funcţia 


care asociază fiecărui punct M E p vectorul său 


de poziție OM E V este o bijectie între p şi V. 


TEME 


f. Fie O un punct din plan si Ab un segment orientat. Să se figureze: 
1) mulțimea C a extremităților segmentelor orientate cu originea O care au aceeaşi 


E ES 
lungime cu AB; 


2) mulțimea D a extremităților segmentelor orientate cu originea O care au aceeaşi 


a 
direcție cu AB; 


3) mulțimea S a extremitátilor segmentelor orientate cu originea O care au acelaşi 
— 
sens cu Ab. y 
Sá se găsească: CU D, CND; CUS CNS; DUS, DNS. 
=> 
2. Fie d o dreaptă si AB un segment orientat. Sá se determine mulțimea extremitá- 


ților segmentelor orientate cu originea pe d care au aceeași direcţie şi aceeaşi lungime cu A AB. 
Să se formuleze si să se rezolve o problemă analogă pentru cercul de centru O și rază r. 
3. Pie O un punct din plan. Să se arale că aplicaţia care asociază fiecărui vector liber 
reprezentantul său cu originea O este o bijecţie între mulţimea vectorilor liberi și mulţimea 
segmentelor orientate cu originea O. 


$ 2. Adunarea vectorilor 


— 
Fie punctele O, A, B 510”, A”, B'. Dacă Dă ~ 0% A" si AB ~ A'B', atunci 


PR — 
0B ~ O'P’. 

Lásind po seama cititorului celelalte cazuri, go ne yin referi la a din 
figura I. 7 : OA m0! Z4 opia AL ~ 00”, iar da B A” p implică Bă ~ AA’; 
prin tranzitivitate 00 ~ BR şi deci OB ~ GB. Această observaţie stă la 
baza definiţiei sumei a doi vectori liberi. 


— 
Detiniţie.Pieă gib doi vectori liberi. Fie OA un reprezentant al vecto- 


segmentul orientat OB se numeşte suma vectorilor d pa b gise notează € = ã b 
sau ÖB = 0A + AB (fig. I. 8). 


a Să 


Regula cuprinsă în defi- 
nitia precedentă, pentru de- 


= 
gtt terminarea sumei a doi vectori 
> liberi, se numește regula tri- 
De > unghiului. 
a 


Adunarea vectorilor 
+:VxV>V,(a,b)>a-+b 


este o lege de compozitie in- 
terná bine definitá deoarece 


B 
— ze 
2-3 +8 J > 
A 
CE ` 
o — Js = p> e 
0 a A 5 B 0 á 
Fig. 1. 8 


vectorul liber č = ă + b nu depinde de alegerea punctului O. Într-adevăr, 
dacă fixám un alt punct O” şi etectuăm construcţia din figura I. 7, avem 
şirul de implicaţii 


— — —> — 
OA ~ O'A’ => 00 = AA’ — -— — —» 
>00= BP! =>0B=0B, 


E E > ia 
AB A'B' > AM A BB 
PR a i EA E a 
adică OB gi O'B” sint reprezentanţi ai aceluiaşi vector liber, 
Temă. Să se analizeze cazul coliniaritátii. 
Teoremă. Adunarea vectorilor liberi are urmátoarele proprielâţi ; 
1) asociaiivitate: ă + (b +6) = (a +b) +ë b 
2) ă este element neutru: Le + 5 =0+4= ia va € 


ES 


Demonstraţie. Cazurile specifice coliniaritátiisint lăsate drept teme. 1) Ti- 


4) comutativitate: ă + pi 


nem seama de definiția adunării gi urmărim figura I. 9:01 OB este repro ota 

sumei d + b, iar ot este ro prezentantyl sumei (4 + 5) +5; AC este repre- 

zentantul sumei ð + £, iar oc este reprezentantul sumeid + (5 +06). Rezultă 

(a + b) + = ãā + (b + E), ca vectori liberi definiti de același reprezentant, 

Această proprietate permite să scriem 4 + b + € în loc de (4 +0) +€ 
sau de ad + (b -+ č). 
2)—3). Temă. 

4) Fie a, be V. Urmărim m figura I. 10: AB este reprezentantul lui 


este reprezentantul lui 5, iar AC este reprezentantul lui ă + d; de asemenea 


IA. 


ra 


¢ is qu BË reprezintă pe d 
pa. Rezultă ă 


DE Es AB reprezintă pe d, iar AC reprezintá pe 
+b=b+4. 

Aceastá proprietate conduce la o nouă regulă pentru determinare ea. sumei 
a doi pocion n nenuli, necoliniari, numită regula paralelogramuluz; se desenează 


AB e ă, AD ed şi se determină pui tuke cu proprietatea că ABCD este 


un paralelogram; segmentul orientat AC este reprezentantul lui d + b. 

Proprietățile 1), 2), 3) arată că adunarea defineşte pe V ceea ce se numește 
o structură de grup aditiv, iar proprietatea 4) arată că acest grup este comutatio. 
De aceea V se mai numeşte şi grupul adiliv comutativ al vectorilor liberi. 

Fie vectorii liberi 4,, da, ..., n. Prin suma acestor n vectori înţelegem vec- 
torul obţinut adunind pe 4, cu dz, apoi rezultatul cu dz si aşa mai departe 
piná la äp» Asociativitatea adunării vectorilor are drept; consecinţă faptul că 
suma celor n vectori este bine definită, adică ea nu se schimbă dacă inlocuim 
o parte din termenii consecutivi cu suma lor. Această observaţie permite nota- 
tia simplificată 6, +, + ... + än: În plus, comutativitatea permite să schim- 
bám o pda pen nenilor. 


= Ann (fig. 1:11). 


Găsim 4, + dp =04, +A, Ape = 0A» â 
= (4, + da) + ds = 0A: + AzA3 = 0 Ag, 00) da F da ho. Y dp tă = 
= pa + da PF see Faa) + a= 0A + An An = OAn. Acest mod de 


adunare a celor n vectori se numește regula poligonului şi este o genera- 
ra a regulii triunghiului. 
a ā si b doi vectori liberi. 


Suma dintre vectorul ă şi opusul lui b, adică 
ă + (—b), se numeşte diferenta dintre vectorul ă şi vectorul b şi se notează cu 


3 — oa o —— 13 

G—b. Dacă AB este reprezentantul lui 4, iar AD este reprezentantul lui. b, 
— 

este DB (fig. 1.12). Cu alte 


— 
pe A drept origine, atunci vectorul liber definit de segmentul orientat DB 
este egal cu diferența dintre vectorul de poziţie al extremității B a seg- 


` PI 7 OEG J TEY 
atunci reprezentantul lui 4—b cuvinte, dacă îixăm 


mentului DB şi vectorul de poziţie al originii D a segmentului DB. 


D 


Fig. 1. 12 


Operația care asociază fiecărei perechi (a, 5) diferența a — b se numeşte 
scăderea vectorilor. Proprietăţile scăderii vectorilor sînt consecinţe ale proprie- 
tátilor adunárii vectorilor, 


Comparind relaţiile AB — AD = D5, AB = AD + DB ajungem la 
concluzia că într-o egalitate vectorială, „putem trece un termen dintr-o parte 


în alta“ cu condiţia să-l înlocuini cu opusul său, 


PROBLEME REZOLVATE 


Î. Fie segmentul [AB] gi Mo mijlocul său. Sá se verifice că pentru orice 
punct M din plan avem MA + MB = MM, + MM... 


-Solupe (fig. 1. 13).- Regula triunghiului dă MA = MM, + Mă, MB 
+ MoB, iar definiția opusului conduce la M,A = —M,B. Acestea implică MA + MB = 
= (MM, + MA) + (UM, + MB) = (asocialivitate şi comutativitale), (MM, + 
+ MM) + (Må + Mob) = (MM, + MM) + 0 = (0 este element neutru), MM, + 
+ MM. 


= UM, + 


2. Fie un dreptunghi ABCD. Dacă M este un punct din plan astfel înctt 
MC + MB + BM = 0, atunci sá se exprime suma MA + MB + MD în 
funcţie de BA. 


Solupe (fig. 1. 14). Succesiv găsim MA + MB + MD 
(TB + BA) + MB + (MC + CD) = (asociativitate şi ec mulalivilale), (MC + MB + 
+ MB) + (BA + CD) =0 + (BA + CD) = (0 BA + CD = 
= BA + BA. 


=, (regula triunghiului), 


este element neutru), 


3. Să se demonstreze egalitátile 
(1 + €) —(b +0) = 


Solutie. Deoarece justificárile sînt de aceeași natură pentru ambele egalitáti, o vom 
demonstra numai pe prima. Deoarece (5 + 2) +[(—b) + (—ē)] = [B + (5) + fē + 
+ (—6)] = 0 + 0 = 0 rezultă că opusul lui 5 + z, adică —(5 + č) este egal cu (—5) + 
+ (=). De aceea (á +3) (b +ë) (a +.) +[ ¿)] = (á +.) + [(—8) + 


(a —b)+0=a-—b. 
DW (e) 


a 


y (—2)] = [a + (—5)] + [e + (=e) = 


A 
. 1 1) dacă ad + O sit 0, atunci iā este tz, t>o 
4. Fie triunghiul ABC ȘI M, N respectiv f de care are consi i directie eu a A Ia a 
mijloacele laturilor [AB] şi [AC]. Sá se o ; j de o i A : > a h E 
RR = a a alas y I R 5 me 
arate că BC = MN + MN. a t>0 pi sens a E 
VAVA a e ISI contrar dacă î <0, lungimea |: ||ă| N 
Soluţie (fig. I. 15). Mai întii BC = AC — AB. (fig. 1. 17); PRE EAE ea a 
Pe de altă parte, AC = AN + NC = AN + AN, 2) dacă a=0 sau ¿=0, atunci Fig. 1. 47 
AB = AM + MB = AM + AM. Rezultă BC = sf a) 


= (AN + AN) — (AM + AM) = (AN + AN) + 
$ (AM) + aa = 148 + (-4M)1+ LAN + (-4M)] = (AN — 4%) + (ANS 


Din definiţie decurge că tă este un vector coliniar cu ă. 


L Ei Ele Exemple. 1) Vectorul (—1)a are aceeași direcţie cu a, sensul contrar sensului lui a 
— AM) = MN + MN. > N si lungimea egală cu lungimea lui 4. De aceea (—1) a este opusul lui a, adică (—1)a = 
5. Asupra punctului material M din plan acţionează forţele f 1,f2,faca pa : ro 
i fio va 1.16. Stiind că direcţiile forţelor fa si fi sint ortogonale, că 2) Vectorul să are direcția lui a, sensul lui á și lungimea egală cu triplul lungimii lui z. 

n figura 1.16. $ ă le i ES 2 $ ; 
S A 4 de A AO 459 si că = = 5). Vector a robada ENE Mtra 
unghiul dintre direcţiile forţelor fa şi fa este de 45” și că Ifall = |l fall 3). Vectorul z ã are direcția lui a, sensul contrar lui a și lungimea egală cu jumă 


E E e PERO irectia. sens i ărimea A A 
= V2 daN, || f I| = 3 daN, să se determine direcţia, sensul şi mări tate din lungimea lui a. 


forţei rezultante ce acţionează asupra punctului M. 


PARES ; A 2 1 
4) Oricărui vector a de lungime [||] > 0 i se asociază un vector do = — 4, avînd 
ERAN E 7 a (s a) forţelor f, si fa. è g 
Solutie. Regula paralelogramulvi arată că 7, este rezultanta (suma) j fi ȘI fa RA iz A ZA p p 
Directia si sensul lui! 7, sînt indicate pe figură, iar lungimea lui 7, este Iza l= aceeași direcție şi acelaşi sens cu &, numit versorul lui a. Într-adevăr, [| a, = Ia āļ| = 
A SE A A E e 3 i) găsim rezul- o g 
= VIe + lfl? = 2 daN. Adunind pe 7, cu fa (regula paralelogramului) gá 1 E : 4 ARE ; 
IE US A E = “lălţ = 1. Relaţia de definiţie pentru a, este echivalentă cu a = (211 ão. 
tanta căutată F = fa + fa + fo l lal 


Fie « unghiul ascuţit dintre direcția lui 7, si direcţia lui 7, iar f unghiul ascuţit dintre 


> E Ea amo dect A e NO o E TS A 
direcția lui fa gi direcția lui 7. Evident a =P + 45°, iar B esto mai mic decît 45”. D Aplicatia definită pe B X V cu valori în V care asociază fiecărei perechi 


F 3 
Fall pă i aerultă B = arcto — = AB? "don: 51 Lor A i i i: Sp CEAPA A 
figura 1. 16 se observă că tg d = ll all adică a =arclg =. Rezultă 6 = arctg a E ordonate (t, a) vectorul ta este o lege de compoziţie externă între elementele 
5 [1711 lui Y și ale lui R numită înmulțirea vectorilor liberi cu numere reale. În con- 


š n i 7 este izată în raport, cu direcția lui fa. Sensul lui F f ; ia : s a pis 

şi astfel direcţia rezultantei 7 este precizată în ra] Va al textul acestei operaţii numerele reale se mai numesc şi scalari, iar operaţia în 
: : | 2 ȘIR, = 3 daN. a 7 : F : 6 7 Š 

este marcat pe figură, iar [171] = VIlzlP + IF i sine înmulțirea vectorilor liberi cu scalari. 


w |o 


Tooromá. Înmulțirea vectorilor liberi cu numere reale are următoarele 
proprietăţi : 


1) 1a=a, vá EV; 
2) s(td) = (sija, Ys, .tE R, vac Y; 
3) distributivitate faţă de adunarea numerelor reale: 
(s + bă = sā + tā, Vs, ER, Vae V; 
4) disiributivitate faţă de adunarea vectorilor: 


(a b e a +1. VER va bey. 


Fig. I. Demonstraţie. Relația 1) este imediată. Dacă numerele reale sau vectorii 


sint zero, atunci si relațiile 2), 3), 4) sînt imediate. 
Î i ri mere reale 2)—3). Temă. 
Inmultirea vectorilor iii 4) Cazul coliniaritátii îl lăsăm drept temă. 
Fie R mulţimea numerelor reale, iar V mulțimea vectorilor liberi din plan. Els OA ara vecie ini d E AE EEE T, 
Dofinifio. Fie ¿ER şi â€V. Prin produsul dintre vectorul 4 şi Atunci OB este reprezentantul vectorului ¿ + 5 (fig. I. 18). 
numărul real ¿ vom înţelege vectorul ta definit astfel: 


12 | 


Presupunem 7 >> 0 şi notăm cu 
—>- > »: 5 
OA' reprezentantul vectorului id şi 


cu 0 e a a a vectorului 
tab). Se observici0AB=04'B' 
(fig. 1.18) avind un unghi comun gi 
laturile, care determină acest unghi, 
de lungimi proporţionale. Rezultă 


25| AB şi AB = 145, adică 


AB este reprezentantul vectorului 
P 


PE E a 
tb, Deci OL” este reprezentantul sumei ¿d + tb, adică t(& + b) = tā + tb. 
Cazul i < 0 se tratează analog. 


Să prezentăm, cîteva consecinţe directe ale definiției şi ale teoremei prece- 
dente, consecinţe ce constituie puncte de sprijin ale tehnicii de calcul elemen- 
ar (demonstrațiile sint lăsate drept teme): 

—(ta4) = (—Dă = i( —ã), 
(s —bă = sã + (—Dă = să + ( 
stă — b) = să + (—b)] = să + (—s)b = să + (sb) = să —sb, 
Vs; 1ER, va, beV. Ca urmare, adunarea și scăderea vectorilor liberi, pre- 
cum şi inmultirea vectorilor liberi cu numere reale au proprietăţi analoage' 
adunării, scăderii şi înmulţirii numerelor reale. 

Proprietăţile adunării vectorilor liberi, date în teorema din $ 2, şi proprie- 
tátile inmultirii vectorilor liberi cu numere reale, date în teorema din acest 
paragraf, arată că V este ceea ce se numește un spațiu vectorial peste mulțumea 
numerelor reale. Din acest motiv, in cele ce urmează, mulțimea V va fi numită 
spațiul vectorial al vectorilor liberi din plan. 


—tă) = sã —tă, 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Fie â€ VşinenN. Să se arate căâ |... +4 = nå. 
i AA 


n termeni 


Solujie. Urmărind figura 1. 49 se observă că ā +. „Fă d == OA, + ALS bo + 


a 


n termeni 


A de . Toia . . 3 e A e . . 
+ An An = OÁn, iar OA, are direcţia lui a, sensul lui a şi lungimea n all. 


3 3 z Noiă. Relaţia din această problemă 
a a a a A A : > 
i As Áz An-1 An poate fi privilă ca o consecință a teore- 
Biel A9, mei din acest paragraf, 


/ 
/ 
, NA j 
de PS, A TEA ES AS , ——— A 
mmm ei pt > t: > 
Ar A 0 Aka lok A; Ak Alcor Ana Azi 


Fig. I. 20 


2. Fie d o dreaptă pe care se fixează n > 2 puncte echidistante. Se 


notează cu O mijlocul segmentului [A An] şi cu M un punct arbitrar din 
plan, exterior dreptei d. Să se arate că 


\ - MA, + WA, +... + MA, = nMO, nEN — 40, 1). 


Solutie. Dacă n = 2k, atunci punctul O se află între Az și Apa iar dacă n = 2k + 1, 
atunci punctul O coincide cu Apn (fig. I. 20). Regula triunghiului dá MA; = MO + OA; 
íi = 1,2, ... n. Pe de altă parte (OAk + OA) +... + (OA, + OAn) = 0 sau OA > 

n 


$ (Oira + 04242) +- + (UA, + Oda) = 0. De aceea 23 OA; = 0. Astfel găsim 
i=1 


n n n n 
Y) MA; =} (MO + 04;) = Y MO + Y 04; = ) ) MO = nMO. 
Zi ZI izi 11 izi 
3. Se dă hexagonul regulat ABCDEF. Să se exprime vectorii liberi AD, 
AE, AF in funcție de vectorii liberi AB = b şi AC =ë 
Solutie (fig. I. 21). Relaţiile 4D || BC, AD are același sens cu -20 d(4,D) = 2d(B, C) 
aci i AD = 2B. Aceasta împreună cu DC = “AC — AB = ē — bh conduc la AD = 


Analog, din AE = BD, BD = AD — AB = a bi 95 9D 


— 35. În final, AF = CD, CD = AD — AC = 28 — 5) —c=c-— 2, 
č — Ds. 


= 2i — j. Să se calculeze á + b, 


4. i dau vectorii liberi & =i +, 
a—=b, (x + y) (4 — b) — (x — y) (å 1 5). 
Solutie. Tinind seama de proprietăţile adunării E 


vectorilor și proprietăţile inmultirii dintre vectori și 
numere reale, obţinem 


D 


ä+ b= (i+ j)+ (0-3) =(1+2) + (3-3) =3Í, 
Pi i up =i+j-2+]j]= Fl IA 
E S $ 
{æ + y) (a — 5) — (x — y) (ā +5) = (z +y) (—i $ . | 
4 2J) — (2— y) (31) = —al + 20] — yi +-2yj — A 7 B 
— ai + 3yi = (2y — aa + (20 + 2]. Fig. I. 21 


15 


"A 
| 
| ÎN 


5. Să se discute şi să se rezolve sistemul 


aT +y = a 
| + M=b, AER. 


Solufie. În a doua ecuaţie inmultim ambele părţi cu à, apoi scădem parte cu parte 
din prima ecuaţie. Rezultă (1 — 3?)g = a — W. 


Dacă 1% +1, atunci ecuaţia în y are soluţie unică y = e (a — 25) si deci 
1—32 


sistemul are soluția unică (2, y) unde 


eS 4 = 
x= ——— (b — 2M), Y = — a— àb). 
pal > Y ON ) 


Dacă A = +1 şi a = 1b, atunci ecuaţia in y este o identitate gi sistemul admite solu- 
tiilo (Z, y), unde 23=5-— MW, ge. 

Dacă à = +1 și 4 7, atunci ecuaţia în 3 este o imposibilitate și sistemul nu are 
soluţii. 


$ 4. Dependenţă liniară 


Fie V spaţiul vectorial al vectorilor liberi din plan. Adunarea vectorilor 
şi înmulţirea vectorilor cu numere reale generează exprimări de tipul b = 22 -++ 


mode Men Tj, etc. 
2 
Fie d. ..., 44 EV, n E N*. Orice vector de forma 


Ad = thai +... + lala, tip «y n ER 


se numeşte combinaţie liniară a celor n vectori y, ..., Un. 


Definiţie. Veetorii a,, ..., 4, Se numese liniar dependenți dacă există 
n numere reale t,,... in nu toate nule astfel încât 


tð + ... + tad = 0. 
Vectorii du. ..., a, 80 numese liniar independenți dacă nu sînt liniar depen- 
denti, adică dacă orico relație 


Har la, ~ O aplica fi = = =). 


Observaţii. 1) Vectorul liber zero este liniar dependent: 10 = 0. 

2) Orice vector liber nenul este liniar independent: tā = 0, dz 0 = t= 0. 

3) Dacă a = 0 sau 5 = 0, atunci vectorii a, 5 sint liniar dependenți. 

4) Dacă âx, -.-» dy Sînt liniar dependenţi, atunci și 81 ..., dn, an+ «0, En+p SNL tot 
liniar dependenți. O parte dintre vectorii liniar independenţi a, ..., Gn sînt tol vectori 
liniar independenţi. 

Vectorii 2; ... dm sînt liniar dependenți dacă si numai dacă cel puțin unul dintre ci se 
poate exprima ca o combinaţie liniară de ceilalți vectori. Într-adevăr, pentru l; 0, 
relația 4% +... + ti + täi + biata + -.- + îndn = 0 este echivalentă cu 


i i: ti t 
5 a i—i = HH = n- = 
ñi = — a — e — ăia — , 


îi ti 4 ti 
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= 


ES 


Teoromá. Vectorii liberi a, b E V sint liniar dependenți dacă şi numai 
dacă sînt coliniari. 

Demonstraţie. Presupunem, că vectorii a, b € V sint liniar dependenţi, 
Sue ua 7 . CHES 7 PAS pued ca a 
adică rā -+ sb =0, r? +s? + 0. Fie s 4 0. Găsim b = — — & sideci b şi & sînt 

S 
coliniari (dacă s = 0 sau dacă unul dintre vectori este 0, atunci funcţionează 
convenţia că vectorul zero are aceeaşi direcție cu orice vector). 
Reciproc, presupunem că a,b E V sint coliniari. Dacă d = 0 sau = 0, 
atunci vectorii a, b sînt evident liniar dependenţi. În caz contrar, adică 
ā b € V — {0}, notăm cu dp versorul lui ă şi cu b, versorul lui 5. Avem 


á= 4] 4, 8 = || ö || Bo şi Bo = + %,. Pentru Bo = ão găsim d =[15/| 5, = 

= 15 Ilo = Ea a şi deci b = tā, unde t = i Deci tă — 1b = 0, adică 
ā al 

a si b sint liniar dependenţi. Analog se justifică cazul bọ = — de. 


Deoarece dependenţa liniară în V este echivalentă cu coliniaritatea rezultă 
că orice doi vectori liberi necoliniari sînt liniar independenţi. 

Teoremá. Oricare trei pectori liberi din V sînt liniar dependenţi. 

Demonstraţie. Fie a, d, 6, € V. Dacă doi dintre ei sint coliniari, atunci 
aceştia sînt liniar dependenţi și deci &, b, € sint liniar dependenţi. Presupunem 
acum că a şi b nu sînt coliniari, adică sînt liniar independenţi. Fie OA, J i 


DE reprezentanţii lui a, b, şi € (fig. 1.22). Se observă că 0C = OM + ÓN. 
Pe de altă parte, OM gi OA sint coliniari, adică OM = rOA; analog ON = 
= s0B. Deci OC =r0A + sOB sau altfel scris € = rā + sb, adică rā + sb — 
—1e=0. 

Această teoremă arată că numărul maxim de vectori liniar independenţi 
din V este 2. 

Definiţie. Numărul maxim de vectori liniar independenţi din V, adică 
2, se numește dimensiunea lui V. O pereche ordonată (a, b) do vectori | 
necoiiniari (liniar independenți) se numeşte bază a lui Y. 

Fie (a, b) o bază in V, fie € un vector oarecare din Y si DA, OB, OC repre- 
zentantii vectorilor ă, b, ë. După cum am arătat în demonstrația teoremei 
precedente (fig. I. 22), relația OC = OM + 
+ON =r0A + sOB este totuna cu 

¿=ra + sd, 
adică orice vector liber € poate fi exprimat ca 
o combinaţie liniară de ă şi b. Se observă că 


d(O,M) d(O,N) 
| —— — = -4 -—— 
taoa’ E alo, 

pentru fiecare luindu-se ++ sau — după cum 


vectorii respectivi OM şi OA, ON şi OB sint 
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y | 
sd: ct Ei 
sens opus. Deseori se spune că vectorul £ a fost, descom- 
forit bazei. Descompunerea lui č după vectorii bazei este unică. 
he “v s A 37 
sînt adevărate implicaţiile: 


. a. b = lin. indep. 


> 3 N 
a TART) (7, — ra)a + (Sa —s2)b = 0 


adică 7, = T2, S1 = S2- 


a, reale r şi s definite prin 2 = rā + sb se numesc coordonatele 
ectoru atei! : baza (a, d acá i 

paor liber 2 în raport cu baza (a, b). Dacă la fiecare vector € îi asociem 
perechea ordonată (r, s) a coordonatelor lui fată de 


ba La (a, b) obținem. O cores 
ond nta bi univoce € Si A ta O S p enté e umeşt, 1ste 
19) € 1 ă între y 8 i . Ac astă c re ond tá se num; e sist m, 


e co 7 determinat 2, by si 
dy ordonate pe y determinat de baza (a, 5) $1 se notează prin scrierea alátu- 
rată a vectorului și a perechii coordonatelor sale. adică e(r, s) 
i > _ ? Li s 

Cazuri particulare: 0(0, 0), a(1, 0), 5(0 1) 

F Y . 22 (fiori . 
T eoremă. Fie Eili S1) ȘI Ea(7a, Sa) doi vector 
or in raport cu o bază (ă, b) fizată în Y. 

z P E ; 

1) Vectorii €, şi €, sînt egali dacă sin 

dente egale, adicá 


i liberi daţi prin coordonatele 
umat dacă au coordonatele corespon- 
Ci = er =r 


2 S1 = Sa. 


2) A aduna Č Í 
e č A i ? y tinn 
pe Cı cu Ca inseamnă a aduna cocrdonatele corespondente, adică 
ĉi + | 


! r Ca are coordonatele (ri + ra, s, + sp). 
4 o 
) A înmulți pe E, cu număr 


| al real t înseamnă a inmulti ` ; i 
i cu t, adică i a inmulți coordonatele lui č 


ie oh ata fi 
| 1 Are coordonatele (tri, ts,). 
Ú 


4) e t DIA a A 
[i +) c este coliniar cu č, dacă și num ci dacă coordo 
) 2 CACA Și num CaCĂ coordonatele lor sini proporti 
i Dem onstrajie. 2) Tinind ses tl 
| 


să a de proprietăţile operațiilor cu vectori liberi 


[pe A E Tasi ă Î i 

Ra ma (ră | 51b) | (ră + Sb) = (asociativitatea si comutativitatea 
ES 18 + 724) + (sub + sob) = (distributivitatea inmultirii faţă de adu- 
narea numerelor reale), (r, + raja + (si + Sa) = E 


| 1), 3), 4) Temă. 


| PROBLEME REZOLVATE 


1 1. Fie a, b, c lungimile laturilor și a, f ym 

| ia OR ori AO i a 
unghi, bă sə arate că oricare ar fi vectorii z 7, Z 

| dependenţi: să 


ăsurile unghiurilor unui tri- 
următorii vectori sint liniari 


Ñ 1) az + b7, (sin a)2 + (sin 6)7; 

i | 2) b7 + cz, (sin B)7 + (sin y)z; 
| 3) cz + aa. (sin y)z + (sin 60) 3 
| 


L 18 


Solujie. Ne oprim la cazul 1), celelalte tratindu-se analog. Teorema sinusurilor implică 
a = 2 Rsin o, b = 2R sin B. Rezultă az + bg = (2 R sin a)z + (2 R sin B)y = 2 Rl(sina)2 + 
+ (sin B)y] şi deci 1. (az + bg) — 2 Rí(sin «jg + (sin B)y] = 0. Deoarece există perechea 
de numere reale nenule (1, 2R) care au o combinație liniară egală cu vectorul zero, vectorii 
az + bp, (sin cz + (sin B)y sînt liniar dependenţi. 

2. Fie a, b doi vectori liniar independenţi. Ce relație trebuie să satisfacă 
numerele v, y, z, u pentru ca vectorii ză + yb, ză + ub să fie liniar indepen- 
denti? 

Solutie. Egalitatea r(ză + yb) + s(ză + ub) = 0 este echivalentă eu (re + saja + 
+ (ry + sub =0. Aceasta din urmă împreună cu ipoteza că a,b sînt liniar independnti 
implică re + sz = 0, ry + su = 0. Astfel perechile (r, s) trebuie să fie soluţiile unui sistem 
liniar şi omogen. Sistemul admite numai soluţia r = 0, s = 0 dacă și numai dacă zu — 
= ya 0. 3 

3. Un corp cu greutatea de 200 N este suspendat cu ajutorul unei bare 


“solide articulată la un capăt, de masă neglijabilă, şi en ajutorul unui fir, ca 


in figura 1.93. Să se determine mărimea tensiunii în fir gi mărimea fortei de 
compresiune a barei, 

, Solujie. Izolám punctul M de sistem și figurám forţele care acționează asupra lui (fig. 
1.23); G este greutatea corpului, T este tensiunea în fir, iar F este forpa de compresiune 
a barei. Sistemul se află în echilibru dacă gi numai dacă T -+ F —G. Cu alte cuvinte 


vectorul —G a fost descompus după vectorii T şi F. Rezultă || T || = ||G || cos 30 = 


= 200 13 N, IF I= 118 || cos 60° = 100 N. 


ES 
4. Fie triunghiul ABC astfel încit BC, CA, AB să fie reprezentanţii vec- 
torilor ă. b, respectiv €. În V fixăm baza (4, b). Sá se găsească coordonatele 
| vettorilor e, AA,, BB, CC, unde Ay, Bu, Ca sint; respectiv mijloacele laturilor 
[BC], [CA], [AB]: Să se arate că [444], [BB], [CC] pot fi loturile unui 
triunghi. 


A C, 8 
Fig. I. 24 


19 
x2 


; [i 


Solutie (fig. 1.24). Se observă că BC + CA = BA, adică á + 5 = —2sauz = —a—b 
Deci (—1, —1) sint coordonatele vectorului ¿ in raport cu baza (a, d). 
Analog, 
E. E e Ao EES 1 i 
AA, = CA, —C = d b, = AB, — id Teme e 
UE EA a D TE, z 1 Ens Npa a ANR e 
A sc = a-a=-—-l a Ya 


2 2 
BB, si CC, față de baza (a, 5). 

Ín general, segmentele neorientate corespunzátoare reprezentanţilor vectorilor liberi 
a, 0, pol fi laturile unui triunghi dacă gi numai dacă îi + 5 + 3 = 0. În cazul nostru, 


AA, + BB, + CC, = 0, adică [44,1, [BB], [CC] pot fi laturile unui triunghi. 

5. Fie un triunghi ABC, iar (AB, AC) baza lui V. 

1) Fie P simetricul lui B în raport cu C. Sá se găsească coordonatele vecto- 
rului AP. 


1 1 1 NE a : — 
Astfel ES .. 1,) 3 [+ a , ( O i sint respectiv coordonatele vectorilor AA, 


2) Se iau punctele Q și R astfel încît AQ =- AC, AR = | AB Să se 
< 9 9 > < 
a o 

determine coordonatele vectorilor RỌ, RP şi să se arate că punctele P, Q, R 
sint colintare, 

Solutie (fig. 1.25). 1) Urmărind figura si ţinînd seama de ipoteză găsim AP = AB + 
+ BP = AB + 2B0 = AB + 2(BA + AC) = AB — 2AB + 240 = — AB + JAO, 
adică (—41, 2) sînt coordonatele lui AP în raport cu baza (AB, AC). 

2) Analog, 


RO = RA + AQ = — s CAE ap AC, 
= 5 
RP = RA + AP = RA + (AB + BP) = BEGGI BOSAR IROS 2 AB + 
3 3 
sa i pa 5 a 4 = Fa 
4 2(BA + AC) A AB — IAB + 240 = AB + ÍAC, 
E 3 


3 2 
cu baza (AB, AC). 


re de e 4 A : OS 
adicá -= , z) [=> 2) sint respectiv coordonatele vectorilor RQ, RP în raport 


Punctele P, Q, R sint coliniare deoarece se verifică relația RP = 4RQ adică reprezen- 
tantii RÈ, RÒ sînt coliniari. 

6. Se dau ā(1, 2) şi b(z — 2y, æ + y). Să se determine z şi y astfel 
meit a = b. 

Solutie. Reamintim că doi vectori ra- 
portați la aceeași bază sînt egali dacă şi 


A numai dacá au coordonatele corespon- 
SD dente egale. Deci a=b= x — 2y = 1, 
PS x + y = 2. Rezolviînd acest sistem găsim 
== E 
P f 5 1 
25 E EI A al poa 
- 9 ð 


7. Fie (ä, b) o bază în V gi vectorii ū(—4, 1), 5 (z, V/2), 


S 
SI 
n 


Să se calculeze, coordonatele vectorilor următori 


īa -i+ T, ū -+i — y, 
$ Esa E a 2 
22 + 30 — T, BD. 

o 


De = 
ISS A A 
Y T 
Solutie. Întrucît tehnica de calcul este esențial aceeași ne oprim la următorul caz, 
celelalle ráminind drept teme. 


1 a 4 = 57 1 3: ameen WE 
u y ð — 4 (=a + b) + (na + y 25) — 4 [A ā— =b] = (distributivilalea 
Te T W2 P 
înmulțirii cu numere reale față de adunarea vectorilor, asociativilalca si comulativi- 
tatea adunării vectorilor), —ā + b+ ā- Kis b — 2ā + 6b = (asocialivilalea adu- 
nării si distributivitatea inmul(irii față de A numerelor reale), — 24 + 
A Va); ! AENA OS ES 
+17 + —- |b. Deci coordonatele vectorului z -+ — ð — 4% sinti—2, 7 + — f. Acestea 
T T 


puteau fig gúsito și direct ţinînd seama că „coordonatele unei sume algebrice sînt suma 
algebrică a coordonatelor“, 


S 5. Proiectie ortogonalá 


f > 

Fie dă € V şi d o dreaptă din plan. Notám reprezentantul lui ă prin AB. 
— 

Presupunem că AB nu este nul, iar dreapta AB nu este perpendiculară 


pe d. Prin A şi B ducem dreptele A și k% respectiv perpendiculare pe d. Notám 
E Seti 
(A =hNd, (B)=kNd şi construim A'B” ~ AB (fig. I. 26). Segmentul 


—> 


A'B’ este proiecția ortogonalá a lui AB sau a lui A B" pe d. 
— 
Teorem á. Vectoral liber A'B' nu depinde de reprezentantul AB al lui ă. 
a : E ce 
Demonstraţie. Fie CD un alt reprezentant al lui â,iar C'D', C'D” segmen- 
= = 
tele orientate construite după acelaşi procedeu ca şi A'B’, respectiv A'B”. 
— 
Trebuie să arătăm că A'B’ ~ 
—. 
C'D' (fig. 1.26). 
—> —> 
Segmentele A'B’ şi C'D' au: 
(1) aceeași direcție deoarece sînt, 
situate pe dreapta d, (2) acelaşi 
sens deoarece B'se află la dreapta 
lui A”, iar D' se află la dreapta ` Fig. 1.26 
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lui C”, (3) aceeași lungime deoarece triunghiul A'B'B” este congruent cu 


— —> 
triunghiul C'D'D”. De aceea A'B’ ~ C'P*. ' 

Dacă dreapta AB este perpendiculară pe d, atunci A. Bo ai den ACRI 
este segmentul orientat nul. Dacă a = 0, adică A = B, atunci din nou 4' = 


—> 
= B' gi deci A'B’ este segmentul orientat nul. 
Eixplicaţiile precedente justifică următoarea definiţie. 
Dofinitio. Vectorul liber A'B’ se numeşte proiecția ortogonalá a voc- 
forului a pe dreapta 4 şi se notează cu (a). 


m 
Tooromá. Un vector liber are aceeaşi proiecție ortogonalá pe două drepte 
parolele. 


Demonstraţie. Fie vectorul ă reprezentat, de AB şi d, d! două drepte paralele 
Cazurile A = Bşi A + B, AB L d, d! sînt lăsate drept temă. Situaţia stan- 
dard este prezentată de figura I. 27 in care h, k L d, A € d, {E} =kN d 
(F) = hd, {G} = k N d. Rezultă că FGEA esté un dreptunghi şi A, 


AE ~ FG. 

Din aceastá teoremá rezultá cá proiectia ortogonalá a unui vector liber 
pe o dreaptă d nu depinde decit de direcţia lui ra De aceea dacă ū este un vec- 
-tor nenul, de aceeaşi direcţie cu 4, atunci în loc de protectia ortogonală a a 
ă pe d și nolajia ma(ă) vom utiliza ul de proiecția oriogonală a lui 
pe veciorul nenul ă și notația ru(a). 


y i 
Tooromá. fie ă € V — (0). Pentru orice ă, b € V şi orice număr 
real i avem 
Tal T b) = Tula) + Tulb), 
Tu(ld) = tr (4). Š 
Proprietățile cu 
p ile cuprinse în această teoremă arată că ng: V > V, d => malā) 
este ceea'ce se numeste o fancție liniară. 
Fie Z un vector liber nenul și 2, versorul său, âdică a = pa [| to I| tol =4. 
) o 
Dacă ă este un vector liber ar bitra?, atunci Tu(d) este un vector coliniar cu 
uo Și deci există un număr real pra astfel încit, m (lā) = (prud)ăo (fig. 1.28). 
Definiție. Numărul real pr,d -definit prin relația m (ã) = (pr,2)2, 
se numeşte mărimea algebrică a proiecției ortogonale rm) 
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Proprietăţile lui T- implică 
Pra(â + b) = Praă + prab, 
pra(ta) = tpr,a, Va, bEV, VER. 
—> : —> E 
Fie á şi b doi vectori liberi nenuli şi OA, respectiv 0B reprezentanţii acestor 


> > 
vectori. Unghiul e E [0, m] determinat de OA și OB se numeşte unghiul 


dintre vectorii ă şi b (fi ig. 1.29). Această definiție este corectă în trucit originea 
comună O a reprezentanţilor nu joacă nici un rol. Dacă cel puţin unul dintre 
vectorii ă şi È este vectorul zero, atunci unghiul e € [0, x] dintre a şi b este 
nedeterminat. 


.. MA OE . y . . : T 
Vectorii nenuli d şi Ö se numesc ortogonali dacă unghiul dintre ei este 7" 


Admitem că 0 este ortogonal pe orice vector. 
Cunoaşterea unghiului p dintre vectorul 4 și vectorul nenul z permite să 
explicităm numărul pruă în funcţie de [| ă || şi de cos q (fig. 1.30), 


pruă = [4 || cos e. 
PROBLEME REZOLVATE 
1. Se dau vectorii nenuli a, b. Ce relaţie trebuie să existe între d și b pen- 
tru ca vectorul d = ă + b să aibă direcția bisectoarei unghiului de terminat 


a me 5 A 
de reprezentanții AB, AD ai lui ă respectiv b? În această ipoteză să se explici- 


teze malā), Talb), mola + b) și relația dintre aceşti vectori. 

Solutie (fig. 1.31). Se observă că reprezentantul lui Z este AC, figura ABCD fiind un 
paralelogram. Dacă AC este hisectoarea unghiului BAD, atunci ABCD este un romb. 
Rezullă Iall = 115 11. D 

Evident AC | BD, ca diagonale în rombul 
'D. Notînd (0) = AC N BD, segmentul, orientat 


ABC 

=) = : 

AO este reprezentantul lui 7,(a) şi al lui De Deci 

mă) = (5). Pe de altă parte, 7, (a + 5) = (40) = 
a) 


= AC = 240, 40 = 00, adică ma + 5) = a? 
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2. Fie semidreptele [OA, [OB şi 
e măsura unghiului determinat de 
ele. Fie MEJOA si Ne JOB astfel 
incit d(O, M) = d(O, N). Notăm 
proiecția ortogonală®a lui M pe OB 
cu M’, iar proiecția or togonalä a lui 
N pe OA cu NV”. Să se arate că: 


1) pray OM = Pray ON, 
Fig. 1.32 2) entik MN şi M'N’ sint 
paralele. 
Soluţie (fig. 1.32). 1) Evident, Pon nO M = | OM || cos p = PON || cos ? = Pro ON 
i om". 
2) Fie — — OM versorul lui O fas a SOT i ON.. Gúsi M? 
i an i orul lui OM si TON i ON veisorul lui ON.. Găsim VII = 


SOMON? — HOM TOR Ty 4 
OM E O E = (pro ¡OM) 1037] 0 — (prop05) ON = 
E IONI] 
= (cos e) (OM — ON , TU! 7 
a a ip ) = (cos e) NIZ, adică vectorii ne nuli NM si NM sînt coliniari, 


Temă. Comparati la 2) — soluția cu varianta sintetică, 


$6. Produs scalar 


Fie a şi b doi vectori liberi. Dacă 40 şi 540, atunci notám cu E[O, 7 
unghiul dintre ă și ó, Ta 


Deliniţie. Numărul real 


ab an ll Ilb [[cos q, dacă a z 0, şi 5 #0, 
0 , dacă ă = 0 sau b=0 
se numește produsul sealar al vectorilor d si d. 

Altfel spus produsul scalar a doi vectori 
lor prin cosinusul unghiului dintre ei, comp 
evident în consens cu definiția iniţială. 

Produsul scalar a doi vectori nenul; este un num 


ghiul dintre ei este ascuțit, adică y € [o, al 
2 


1 este egal cu produsul lungimilor 
romisul pentru vectorul zero fiind 


ăr strict pozitiv dacă un- 
» Sau strict negativ dacă unghiul 


dintre ei este o ică LL e > 
btuz, adică ọ € aa Produsul scalar este nul dacă gi 


numai dacă cei doi vectori sint ortogonali. 


Asociind fiecărei perechi de vectori liberi produsul lor scalar obţinem o 
funcţie -: V x V > R numită Produs scalar pe V. 


Teoremă. Produsul scalar are următoarele proprietăți: 


1) comutativitate: ă- d =b- a, vă, be y; 
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< ý 


p 


2) omogenitate: t(ā- b) = (tā) - b = 4-(16), Yt E R, Va, be V; 


3) distributivitate faja de adunare: ā: (b +8) =a4:b44a:0c, vă, b, e € V; 


4) pozitivitate: d+ ă = |ăl? > 0, vá € V; ā-ā=0 s ā=0. 


Demonstraţie. 1) Dacă ä =0 sau b=0, atunci d:b=b-ă=0; dacă 
ā#0 si #0, atunci ¿-b=| a] [15] cos o =15/[/ 3] cos p =: 4; am 
ținut seama de pb a produsului numerelor reale gi de faptul că 

unghiul dintre d şi b coincide cu unghiul dintre b şi d. 


2) Temă. 

3) Cazul ă = 0 este evident. Pentru a demonstra această proprietate în 
ipoteza d 4 0 ne ajutăm de noţiunea de mărime algebrică a unei proiecţii 
ortogonale. 

Fie € un versor şi b un vector oarecare. Se observă că pr; = 2-0, adică 
măsura algebrică a proiecției ortogonale a vectorului b pe versorul € este pro- 
dusul scalar dintre d şi e. 

Exprimám pe â 0 în forma ă =| a] e, lel = pS Relația pri(b + 8) = 
= pr + pr;ē este echivalentă cu 2: (b +6) =ē-b-ē-ē. Inmultind cu 
IZ || si tinind seama de 2) deducem (||ãl]e) (b +2) = (| a | 2). b+ (| a || e) 

k otd, 


4) Demonstrația este imediată. Facem însă observația că relaţia d-ă = 
= ||ă |? este echivalentă cu [4] = Vă-ă, ultima permitind calculul lun- 
gimii vectorului liber 4 dacă cunoaştem produsul scalar ă - ă. 

Definiţia si proprietăţile produsului scalar conferă spaţiului vectorial al 
vectorilor liberi din plan o structură de spațiu euclidian. 


Consecințe. 1) Relaţia |cos o| < 1 implică inegalitatea Cauchy 


lā- b| < Jal (101. 
Astfel modulul produsului scalar a doi vectori este cel mult egal cu produsul 
lungimilor celor doi vectori. Egalitatea are loc <> cos p = 1, adică e = O-sau 
7 <> cei doi vectori sînt coliniari. 
2) Inegalitatea lui Cauchy implică inegalitatea triunghiului (Minkowski) 
[a+] <a +15). 
Într-adevăr, ||ă + 5] = yí a + b)- (a + Y a.ad+20-bb.b= 


= alt + 28-8 + be < VIE 21211151 I= hal +1151. 


pa 
Evident avem egalitate > ă- b = |â:5| =| a] [15] > a, b (sint coli- 


“niari si) au același sens. 


3) Fie (g, 0) o bază in V şi 4 =r,2 + s, b = rū + sð. 
Proprietátile produsului scalar implicá 


ā:b = (ra +80): (rl + sð) =.. = 7 Pola: 2) + (rasa + rası) (4: 7) + 
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| Cu alte cuvinte produsul scalar d: b va 
fi cunoscut dacă se dă tabelul 1. Pentru 
calcule este avantajos să alegem baze pentru 
care tabelul 4 să fie ct mai simplu posibil. 
Acesta este gi cazul bazelor formate din 
versori ortogonali. 


Al E See i j 
a lan 2:5 E ii¡=1 17=0 
Fig. 1.33 7 loa o: j ljii=0 ji=t 
TABELUL 1 TABELUL 2 


Bază ortonormală. O bază din V formată din versori ortogonali se numeşte 
bază ortonormală. Fie (i, J) o bază ortonormatá, adică o bază care satisface rela- 
fiile din tabelul 2. Coordonatele unui vector ă (fig. 1.33), în raport cu o ase- 
menea bazá, se numesc coordonate euclidiene. Presupunind ă = ri + sy), se 
observă că 1-4 = r; = prid, j:0 = sı = prj, adică coordonatele euclidiene 
sînt măsurile algebrice ale proiectiilor ortogonale pe versorii 7, A J: 

Dacă d = mi + Su], B = Tai + Soj, atunci se constată d: ¿hb = Tira + $182, 
adică produsul scalar a doi vectori raportați la aceeaşi bază ortonormatá este 
suma produselor coordonatelor corespondente. În particular, punind d = b 
găsim 

al = VA + sí, 
adică lungimea unui vector este egală cu rădăcina pătrată a sumei pătratelor 
coordonatelor euclidiene. 

Se observă că 

a l bora + SiS = 0, 
adică doi vectori raportați la aceeaşi bază ortonormatá sînt ortogonali, dacă 
şi numai dacă suma produselor coordonatelor corespondente este nulă. Mai 
mult, pentru 4, ò € V — da avem, 
T2 F 5182 


COMTET i - ——» q ELO, a]. 


UE ri TRR V d + să 


Sl 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Stiind că ā + +2 = 0, ā = 14, [18| =4, le] = 1, să se calculeze 


b+b:c+< 4. 
Soluţie. Prin definiţie (a + 5 +ë): (a + b +2) = E 0=0. Toig seama de distri- 


butivitalea față de adunare găsim aa a:b4a:c4b:a+b:b+ b:3+5:4d+ 
+6b+3:c=0; pozitivitatea si comutativitatea implica az + Be + zi! + 


i 


+ 2(â-b + bd: +a:ă)=0. Deci a: b4+b:¿42:a=-— 
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9. Să se verifice că vectorii 


. 5 
= =- E ag A Ash. - 
a = (a: be — (a - cb, 7 = =2a—b 
I| à le 
sint ortogonali față de d. 
Solusie. Etectuăm āū finind seama de 'distributivi- E 
fate si omogenitate, 
aū =a[la-bje — (a-2)5] =a-[(a- de] — a- [(a-2)b]= 
= (ab) (a.2) — (a-3) (a-b) = 0. 
Analog, se calculează â:3. 
| 3. Sá se arate că dacăă şi B sint ortogonali, atunci vectorii d 4 b și a — d 


“au normele egale. 


Solutie (fig. 1.34, cazul vectorilor nenuli). Trebuie sá demonstrăm implicaţia 
ad =0=|a+b| = lē — èll. 
Într-adevăr, 


pa +51 = la+ 5) (a + 5) = Vaáa+20-b4+5-b= Vă +15 P 


ja — îi = Ve a =V aa a:b bb Viale +N e 


4. Stiind că [la || = 1, la Il =]/2, iar unghiul y dintre Z și 7 este z 


să se determine 7 astfel incit & = rū + ð, b = —ū + 25 să fie ortogonali. 


Soluție. Condiţia a-b = Oeste echivalentă cu (ra + 5)-(—a + 20) = 0 sau —r(ă- 2) + 


5 3 6 ; 
+ (27 — 1)ū- 3 + 20.7 = 0. Deoarece 2:7 =y 2 cos zi =P A , gásim 


6 i 3/6-—8 
Ms Sao, adică E 


2 246 


5. Se ştie că vectorul ă + d apt perpendicular pe vectorul d — 3b, iar 
vectorul 3ă — 2b este perpendicular pe vectorul 4 — b. Să se găsească d și b. 


Solutie. Relaţia (a + 5)- (a — 35) = 0 este echivalentă cu ae — 2ā:5 — 3 [15]? = 0, 
iar relația (2 — 2b)-(2a + b) =0 este echivalentă cu 2|jăle — 34:b — 2/15 [? = 0. 
Eliminind termenul care conţine pe â- d găsim || &l? + 5 | = 0. Deci ||â]| ="0, [151] = 0, 


adică ä = ĵ = 0. 


6. Utilizând produsul scalar şi definiţia liniar independenţei, să se arate 
că orice doi vectori nenuli ortogonali sînt liniar independenţi. 


oaie ra + sb =0 


Solutie. Fie a si b doi vectori nenuli, cu proprietatea ă:d = a 
d.ă) =0, r(a:b) -+ sll d |? = 0. 


implică (rā + sb)-ă = 0, (rā + sb): = 0, adică rial? + sí 


Acestea din urmă împreună cu ipotezele implică r = 0 B s= 0. 
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7. Să se arate că înălțimile unui triunghi 
sint concurente. 

Solutie. Fie înălțimile AA” si CC’ și H punctul lor 
de intersectie. Unim pe B cu H si prelungim segmen- 
tul [BH] pînă in B’ (fig. 1.35). Deoarece BC=HC—HB, 
AB = HB — HA, velaţiile AA’ | BC, CO | AB 
sint echivalente cu HA. (HC — HB) = 0, HC. 


(HB— 
— ĦA) = 0. Aceste două egalitáti implică HB-(HA— 
— HC) = 0, adică HB.CA = 0 sau HB' | CA. 


Temă. Comparati soluția vectorială cu cea sintetică: 

8. In V se fixează o bază ortonormată (i, J). 

1) Să se calculeze i 

(i — j). (25), Qi +35): (ni — 1/25). 

2) Să se determine unghiul vectorilor 

yd 2]. 

3) Să se arate că vectorii 

2i +j, i +2j 

sint liniar independenți. 

Soluţie. 1), 2). Se folosesc formulele stabilite la partea teoretică. Deci 

(î— J) (2i) = 2, (2i + 3j) (ni — 1/27) = 27 — 3/2, 
Je 41e (2) A 


COS e = — ZI = = 


VI Ep (2 y10 


de 4 
, adică g = arccos | ———]|. 
V 10. 


3) Reamintim că doi vectori nenuli raportați la aceeaşi bază sînt necoliniari (sau y 


liniar independenţi) numai dacă nu au coordonatele proporţionale. În cazul nostru 


şi de aceea cei doi vectori nu sînt coliniari. 


$ 7. Probleme propuse 


a FR xy . PES . > A . ON 
1. 1) Sá se arate că două segmente orientate AB şi CD sînt echipolente, dacă gi numai 


. A . a . .. 
dacă segmentele orientate AD si CB au același mijloc, 
2) Fie A, 4%, B, B’ patru puncte în plan. Dacă notăm cu M, Y două puncte din 


acelaşi plan, astfel încît AM = aa şi BN= 1 BB’, să se arate că 2MN = AB 4+ A'B, 


a 


, bsi y 
Indicatie. 1) Mijlocul segmentului orientat AD este un punct O de pe dreapta AD 
cu proprietatea d(A, O) = d(O, D). Se vor cerceta separat cazurile: ai A, B, C, D 


coliniare, punctele 4, B, C, D necoliniare. În cazul necoliniarităţii, AB ~ 05 < ABCD 


este un paralelogram 2 AD si Că au același mijloc. 
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y 


a, Fie ABCD un patrulater convex. Se notează cu Oy, Os, mijloacele diagonalelor [AC] 


respectiv [BD]. Să se arate că: 


1) 20,0, = AD — BC, 
2) dacă 10,0, = AD — BC, atunci ABCD este un paralelogram. 


Indicatie. 1) 0,0, = 40, + 04D — BC = 0,4 + AD + DO». 
2) Relaţiile din 1) și 2) implică 0,0, = 0. 
3, Se dau vectorii a = —4i + 5j, 0=6 — 9), D = —2i — 9]. 


Sá se calculeze î + 0 + v, U — ü, U— Y. 

4. Trei vectori au suma egală cu 0, și sînt necoliniari. Notind cu OA, OB respectiv 
OG reprezentanţii celor trei vectori, sá se arate'că O este cenlrul de greutate al Lriun- 
ghiului ABC. 

y TA SA A Y Tato 

Indicatie. Pe OA şi OC construim paralelogramul 04.B*C. Notind cu E centrul parale- 
logramului OAB'C găsim OB = —20E. 

5. Fie triunghiul ABC si A’, B’, C’ mijloacele segmentelor [BC], [CA], [AB]. 


1) Să se arate că pentru orice punct M al planului avem 


MA + MB + MO = 3MA + 244' = 3MB + 2BB" = 3MC + 200. 
2) Sá se arate că există un punct G şi numai unul (centrul de greuiale al triun- 
ghiului ABC) cu proprietatea 


GA+GBA+GC=0. 


3) Să se demonstreze că orice punct M al planului satisface relaţia 


MA + MB + MC = 3MG. 
Indicatie. 2) Se tine seama de relaţiile din 1). 


6. Fie două triunghiuri ABC și 4'B'C* de centre de greutate G şi G’. Să se verifice rela- 


ţia AAJ + BB" + OC = 3GG $ cu ajutorul acesteia sá se dea o bondi necesară și sufi- 


cientá pentru ca cele două triunghiuri să aibă acelaşi centru de greutate. 


Indicatie. Fie A, mijlocul lui [BC], 41 mijlocul lui [B'C'] ete. Rezultă: 44 = 


Ea. AA, + GG + = A,A’ si alte două relaţii analoage. 
2 3 
7. În virfurile unui pătrat cu latura a se allá sarcinile electrice pozitive egale cu +q. 
ni e E Q 
În centrul pătratului se pune o sarcină electrică negativă —Q. Să se calculeze raportul E 
a G 
astfel încât forțele care acționează asupra fiecăreia din cele patru sarcini electrice g-să aibă 
rezultanta egală cu zero. 
R. Se fine seama de legea lui Coulomb. Asupra fiecărei sarcini electrice q acţionează 
i 1 DT 
patru forțe al căror echilibru conduce la relația 2 i (1 + 2/2)» 
q 
8. Fie punctele A,B,C,D şi numerele a, d, c, fixate. Pentru fiecare a e R definim 
punctele M,N,P,Q prin 
BM = (a + <)BA, BN = (b — 2)BC, 
DQ = (b + 2)DA, D DP = (e — aJDC. 


Să se verifice că MP + NO este un vector constant. 
"Indicaţie. MP + NO se exprimă în funcție de a, b, c şi de AB, BC, CD, Dă. 
9. Fie ABCDE un pentagon regulat, înscris în cercul de centru O si rază R. 
1) Fixind baza (ÔA, OB) sá se găsească coordonatele vectorilor OC, OD, OE. 
2) Sá se arate că OA + OB + OU + 0D + OE = 0. 


R. 00 (a, e 25| £ PR 1 Eea bee —1j. 
2 cos 36° 2 cos 36° 2 cos 36° 2 cos 36° 


10. Fie A,B,C trei puncte în plan, astfel încît vectorii AB şi AC să fie liniar indepen- 
denti. 
1) Să se arate că relația MB = t, MC defineste un punct M din plan, dacă 4 e R+ (1) 


iar vectorii MB gi BC sînt liniar dependenţi. 
2) Se consideră punctele W și P care verifică relaţiile NC = NA si PA = PB, 


to, ly € R — (1). Să se exprime vectorii PN si PM in raport cu baza (AB, AC). 
3) Ce relaţie trebuie să verifice numerele reale t, tz, ta pentru ca vectorii PN şi PM 
să fie liniar dependenţi? 


R. 1) BC este nenul gi deci MB = rB0 = r(BM + MC). Relaţia MB = 4, MO 
și B Æ C arată că MAC gi decir 4 —1. £ 
la ù 


+ i 
Tr E 


ia 


NA EI y IR 40; Pai = | AC, 
ME CER 


3) tlta = 1. 


ja- 


11. Fie 2, ð, e V definiti în raport cu baza (a, b) prin egalitățile a = 34 — 25 
0 = sā + 75, Ñ= 83 + yb, 2, y ER. 
1) Pentru ce valoare z e R vectorii ū si ð sînt liniar dependenți ? 


2) Pentru ce valori y e R vectorii ă şi î sînt liniar independenţi? . 


21 16 : 
Me ae 2). ==. 
) id 3 
12. Tie (f, J) o bază ortonormatá și vectorii ă = 3i + 4j, b = 4i — 3j, e= 2i 4] 
a > 
2 4 


4) Să se calculeze normele acestor vectori. 

2) Care sînt versorii asociați acestor vectori? 

3) Să se calculeze ¿+ a, ä* b, b- d, 2: d. 

13. Fie a si doi vectori ortogonali şi cu normele egale. Să se arate că vectorii care 
formează următoarele perechi sînt ortogonali: 

1) 2ā +5 şi a— 2%, 

1 SI eu 3 (lei 
Dio a == ale ah 
) a ala 7 E aL 

3) —0,24 + 1,65 şi —1,6ă — 0,25. 


14. Fie (i, J) o bază ortonormatá a lui Y si vectorii ă = 2i + J, 5 =i + 2J. 

1) Să se găsească vectorul y ortogonal pe i şi care satisface condiţia 4 + 5 = 3, 
2) Să se determine r;(0) şi mărimea algebrică a acestei proiecţii. 

R. 1) 5 = 3]; 2) Se determină t şi ¿ = ai + yj astfel încît t += 7, b'ē = 0. 


`, 


X 6 6 
Rezultă m; (0) = z b, pr; ð = m 


15. În triunghiul ABC, mediana corespunzătoare laturii [AB] intersectează cercul 


 cireurascris triunghiului în punctul D. Sá se arate că dacă mijlocul G al coardei [CD] este 


centrul de greutate al triunghiului ABC, atunci 2c* = a? + b’. 
Indicatie. Fie O centrul cercului circumscris; 


06.= (0A + OB + 00), GC = 1 (04 + OB — 200), OG - G= 0 = 2 cos 20 — 
3 3 


— cos 24 — cos 2B = 0; se fine seama de teorema sinusurilor. 


16. Pie Y spaţiul vectorial al vectorilor liberi gi (8, 8) o bază în V. Nolind cu 
a = ră + sū un vector arbitrar din V, definim funcțiile m: V — [0, 00), m(â) = max ((rl, 


sh, mala) =Vr7+ s, nã) = |r |+ |s|. Să se arate că 


rula) < na(ă) < ns(ä) < 2m(â), mía) < nela) < V 2 nulă), 


ni(a) = 0< ā = 0, nilta) = |t | ni(2), nila + b) < ni(a) + ni(b), ts R, de Y. 


Indicafie. Primele relaţii se transcriu: 


mex(|r|, |si} sVrxss ]r]+]s]<2 max(I7 |, |s|} 


Capitolul Il 
DREAPTA 


$ 1. Reper cartezian 


Geometria analitică în plan este o metodă care constă în studiul figurilor 
geometrice plane cu ajutorul numerelor reale sau. a perechilor ordonate de 
numere reale. Prin aceasta rafionamentelor sintetice li se substituie rationa- 
mente algebrice. Calculul vectorial poate servi ca instrument de bază în această 
convertire, 

Pie planul p gi V spaţiul vectorial real al vectorilor liberi din acest plan. 
După cum s-a văzut în Capitolul 1, $ 1, fixarea unui punct O în plan permite 
stabilirea unei bijectii naturale între P si V: fiecărui punct M E pise ata- 
şsază vectorul de poziție, 7 = OM, al punctului M față de originea O. Originii 
O E p îi corespunde vectorul de poziţie 0 € V, iar simetricului lui M faţă de 
origine îi corespunde vectorul de poziţie —F, 

Avind în vedere unele avantaje în raționamente și calcule se preferă deter- 
minarea punctelor din p cu ajutorul vectorilor de poziţie în raport cu originea 
O, iar pentru vectorii liberi se preferă reprezentarea lor în raport cu o bază 
ortonormatá din V. 


Definitie. Fio O un punet din p şi (2, J) o bază ortonormatá a lui Y. 
Ansamblul (0; i, J} se numeşte reper cartezian în plan (fig. 11.4). 

Punctul O se numește originea reperalui, iar (i, j) se numește baza reperului. 
Coordonatele euclidiene (z, y) ale vectorului de poziţie F = OM = zi + Yi 
(fig. 11.1) poartă numele de coordonatele car- 
teziene ale punctului M faţă de reperul orto- 
normat (0; i, j}. Numărul real z = î.7 = 
= pri? se numeşte abscisá, iar numărul real 
y =]: F = prj se numeşte ordonată. Fi- 
xarea unui reper cartezian în plan deter- 
mină o bijectie între p si R2: fiecărui punct 
ME p i se ataşează coordonatele carteziene. 
Această bijectie se numeşte sistem de coordo- 


x Pixo) x 


H Fig. II.2 Fig. II.3 


hate cartezian definit de reperul {0; 2, j} pe mulțimea punctelor din plan 
și se notează prin scrierea alăturată a punctului [gi a coordonatelor sale, 
dică M(x, y). i 

Axa determinată de punctul O si de versorul 1 se numește ava Oz sau 
axa absciselor, iar axa determinată de punctul O si de versorul j se numeşte 
axza Oy sau axa ordonatelor. Toate punctele de pe axa Oz sint caracterizate 
prin faptul că au ordonata nulă; toate punctele de pe axa Oy sint carac- 
terizate prin faptul că au abscisa nulă. 

Deseori reperul cartezian este indicat prin xOy, prin aceasta ințelegindu-se 
că s-a fixat originea O şi axele ortogonale Ox şi Oy (fig. 11.2). În acest caz 
versorii ortogonali i si j rezultă din context. 

Axele impart planul in patru regiuni 

Ic 50 O 10 DI E O IV Oi 
y < 0, numite cadrane deschise. Mulțimea (M(z, y)! ze R,y >0) se numește 
semiplanul superior, iar mulțimea (M(x, y)| v E R, y < 0] se numește semi- 
planul inferior. 

Fie (0; 2, j } un reper cartezian în plan și M (æ, Y1), Ma Lo, Yə) două puncte 

—— 
date. Vectorul liber M,M, reprezentat de segmentul orientat MM, este dife- 
renta dintre vectorul de poziţie al extremității M, și vectorul de poziţie al 
originii M, (fig. II.3). Deci 
M,M, = OM, — OM, = (22 —x,)i + (Ya — Yi. 
De aici obținem distanţa dintre punctele M, si Ma, anume 


d(M,, My) = |M Mall = V la, — 2)? + (a — ya. 


Observaţie (fig. II. 2). Notăm lungimea |||] cu e si unghiul dintre i și 7 cu 9. 
Unghiul 0 se consideră pe intervalul [0, 27). Rezultă z= p cos 0, y = e sin 0, adică 
fiecărui punct M # O din plan i se poate asocia o singură pereche ordonată de numere 
reale (p, 0), e e [0, 00), 0 e [0, 27). Numerele p si O se numesc coordonatele polare ale 
punctului M. Se scrie MM (p, 0). 


PROBLEME REZOLVATE 
1. Într-un reper cartezian (0; i, j} se dau punctele A(1, 1), B(—1, —3), 
C(8, 0), D(0, 4). 
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Fig. II.4 Fig. II.5 


1) Să se scrie coordonatele vectorilor AB, AC, CD, DB şi BC. 

2) Să se calculeze lungimile vectorilor BA, BC şi X ABC. 

3) Sá se calculeze produsele scalare AB» CD, AC: DB şi să se arate că 
fiecare dintre punctele A, B, C, D este ortocentrul triunghiului format de cele- 
lalte trei puncte. 


Solutie (fig. II.4). 1) Deoarece OA = i + j, OB = —i — 3], rezultă AB =0B —04= 
= (—i — 3J) — (Ï + J) = —2i — 4j. Deci AB are coordonatele (—2, —4). 
Analog AC(7, —t), CD(—8,4), DB(—1, —7), BC(9, 3). 


2) Tinind seama că (i, J) este o bază ortonormalá găsim ||BA|| = || AB|| = 
=V (=D)? + (4f = 720 = 2/5. Analog || BC| = V 9 + 32 = 3/10. Cu acestea 
BA: BC (+A (90 + 3]) 2:93: 4 


găsim cos ABC = 


IBAIIBGI M2 + ale NE sji Vapor pa 


adică X ABC = 


3) Deoarece (i, J) este o bază ortonormatá calculele sînt următoarele 
AB- CD = (— 2i —4j)* (— 8i + 4j) = (— 2) (— 8) + (— 44 = 0, 
AC-DB = (7i — j) (—i — 1j) = 71(—1) + (— 1) (— 7) = 0. 


Rezultă AB | CD, AC | DB, adică fiecare dintre punctele A, B, C, D este ortocentrul 
triunghiului determinat de celelalte trei puncte. 


2. În plan fixăm reperul cartezian Oy. Să se figureze punctele corespun- 
zătoare elementelor mulțimii 40, 3, 6} x {—2, 0,3, 5]. Să se găsească cea 
mai mică gi cea mai mare distanță dintre elementele acestei mulțimi. 
Există în această mulţime trei puncte care să determine un triunghi isoscel? 
Dar echilateral? 

Solutie. Elementele produsului cartezian sînt date în tabelul 1. Dacă notăm A(0, —2), 

00,0), B(0, 3), C(0, 5), D(3, —2), E(3, 0), (3, 3), G(3, 5), H(6, —2), K(6, 0), L(6, 3), 
M(6, 5) obţinem figura II. 5. 
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TABELUL 4, 


X —2 0 3 5 


3 (3, —2) (3, 0) (358) (3, 5) 
6 |(6,—2) | (6,0) | (6,3) | (6,5) 


Se observă că d(O, 4) = 2, iar figura II. 5 pune în evidenţă că acest număr reprezintă 
cea mai mică distanţă. Analog, d(4, M) = d(H, C) = /85 este cea mai mare distanţă. 
Deoarece d(B,0) =d(B, F), OB _ BF triunghiul OBF este dreptunghic isoscel. Nu 
există nici un triunghi echilateral întrucit triunghiurile isoscele ce se pot forma sînt fie 
fireptunghice, fie au lungimea jumátátii bazei şi lungimea înălţimii numere întregi. 


$ 2. Dreapta determinată de un punct 
şi de un vector director 


Presupunem că planul a fost reportat la un reper cartezian. Fie My(Zo, Yo) 
un punct şi ã&(u, v) un vector nenul. Există o singură dreaptă d care are direcţia 
lui d şi care trece prin Me (fig. 11.6). 


Tooromá. Fie F, vectorul de poziție al punctului My şi F vectorul de 
poziție al unui punci oarecare M(x, y) din plan. Punctul M aparține dreptei d 
determinată de Mo şi de ă 4 0 dacă şi numai dacă 

F= Hti, tER. 

Demonstraţie (fig. 11.6). Punctul M aparține dreptei d dacă şi numai dacă 
vectorii M M şi ă sint coliniari. Deoarece d este nenul, aceasta este echivalent 
cu faptul că există 1 € R astfel incit M M = tă. Tinind seama că MM = 
= F — Fo rezultă relaţia din enunț. 

Egalitatea F = Fo + td, t E R se numeşte ecuația vector talá a dreptei 


d, iar î se numește parametru. Deoarece F = zi + yj, Fo = Xo + Yol, 
4 = ul + vj, ecuația vectorială este e E cu două relaţii scalare 

g = Xt + ut, 

Y =Yp tu, tER. 


care se numesc ecuaţiile parametrice ale dreptei d. 
Deci 


d=(Mízx, y)| (z, y) e R? t= z+ ut, 
Y= +4, tE R} ; 
sau mai scurt 
d : x = ty + ut, y = Yo + Ut, tER. 
Vectorul nenul ă(u, v) care dă direcția 
dreptei d se numeşte vector director. Coordo- Fig. 11.6 


gi 


natele sale u şi v se numesc parametri directori ai dreptei d. Evident orice 
vector iā, t 4 0, joacă același rol cu d. În particular direcţia lui d poate fi 


dată si prin versorul director ë SY á. 
a 
Ezemplu. Punctul Ma(1, —1) si vectorul ă(—2, 1) determină dreapta d 
de ecuaţie vectorială 21 +y] =i — j+ t—2i + J), tE R. Această ecuație 
vectorială este echivalentă cu ecuațiile parametrice x = 1 — wy = EA 


i m e pal 1 A k { 
¿CR sau cu ecuația carteziană REF = y Versorul director al lui d 


1 ai 4 $ 3 
te = — — DY . 
este ai T TI) 


Dacă uv + 0, atunci ecuațiile parametrice sînt echivalente cu ecuația 
cartezianá 


iese - Su lO 
u e v x 

Uneori se utilizează această reprezentare chiar dacă uv = 0 (deoarece ă(u, v) 

este nenul, cel mult unul dintre numerele u şi v se poate anula). În acest caz 

se. face convenţia că dacă un numitor este nul, atunci numărătorul respectiv 

trebuie egalat cu zero. 

Dacă u = 0, atunci găsim % = % si deci dreapta este paralelă cu Oy 
(dreaptă verticală). Dacă v = 0, atunci y = Yo, şi dreapta este paralelă cu Ox 
(dreaptă orizontală, figura 11.7). În particular: Oy : 2 = 0, Ozki 0 

Dacă n % 0, atunci ecuaţia cartezianá ă dreptei a(dreaptă oblică) se poate 
serie în lorma 

Y — Yo = MX — Lo). 
Numărul m=_“2,u # 0, se numește panta sau coeficientul unghiular al 


[ZA 


al > . Sa z . T T . 
dreptei d si reprezintă tangenta unghiului 0 el—2,; —|, determinat de 
E VEAS a o >]? 


2 
= . . 1 - . 
versorul i şi vectorul director — 4 (fig. 11.8). 
u 
Sensul adjectivelor „vertical“, „orizontal“ şi „oblic“ se raportează la reperul 
cartezian zOy. 


Exemplu. Punctul My(1, —1) şi panta m = — = determină dreapta oblică 
de ecuație y + 1 = — (a — 1). Această dreaptă este aceesgi cu cea din 


exemplu! precedent. De ce? 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Sá se scrie diversele ecuaţii ale dreptei d determinată de punctul 
Mo(—1, 2) și vectorul director ă = 2i + jJ. 

Soluție. Ecuația vectorială a dreptei d este F = —¿ +2] + 1 (2i + J), 1 = R. Puntnd 

i = at + yJ rezultă ecuaţiile parametrice z = —1 4-2, y =2 +4, mE R. Eliminind 

parametrul t găsim ecuaţia cartezianá sub formă de rapoarte E EA Aceasta 

2 Pi j 


o A 1 
se mai scrie y — 2 = 20 (x + 1), punindu-se în evidenţă panta m = 
2 


2. Să se scrie diversele ecuaţii ale dreptei d care trece prin punctul 


J ES 
AQ, V/3) şi face cu z un unghi de 60°. 


Soluţie. Panta dreptei d este m = tg 60° =|/ 3. Rezultă ecuaţia carlezianá y — |/ 3 = 


=V 3 (æ — 2). Aceasta este echivalentă cu Aa E Desurătă partea slingá 
a i > gù 
depinde numai de y, iar partea dreaptă depinde numai de z rezultă că valoarea comună 
a rapoartelor este un număr real t, independent de «gi de y. Egalind cu t si explicitind 
pe x şi y găsim ecuațiile parametrice z = 2 + t, y = V 3 (1 + t), t e R. Rezultă acul 
1 > 3 k d alla 


vectorială zi +y]=2 +13 J+1t(04+Y3J), 1eRB. 


3. Ecuațiile mișcării uniforme a unui punct material M(z, y) sint 
= 5 — 2t, y = —3 + 2t, unde £ E [0, co) reprezintă timpul. 
1) Care este viteza lui M? 


2) Să se găsească distanța parcursă de la momentul 7, = 0 la momentul 
ta = 10. 


Solutie. Se observă că ecuaţiile date reprezint: i i 
| + ă că ecuat prezintă o semidreaptá din dreapta de 
director y = —21 + 2j. Acesta este chiar vectorul viteză, 4 ca 
1) Găsim viteza |ð] = 8 = 2/2. 
2) Pentru i = 0 obținem punctul M,(5, —3), iar pentru t, = 10 obţinem punctul 
Ma(—15, 17). Distanţa cerută este d(M,, Ma) = 800 = 20 V 2 = |||] (ta — t) 
$ tas 


$ 3. Dreapta determinată de două puncte distincte 


Două pun istinct í ină i 
Se äp cte distincte M (£i, Y1), Mol £o, Y2) determină o (singură) dreaptă 
; entru a scrie ecuația carteziană a acestei drepte vom considera că ea esle 
determinată de punctul M, şi de vectorul 


director M,M, = (£ — zii + (Ya — yd] y | ud 


(fig. 11.9). Astfel 


— i 
d ain Tio = Ai 4. Yi) 
Tre Ye — i 
cu convenția făcută in $2 referitoare la al 7 X 


anularea numitonlor. 


qe a 


Utilizind determinanţii ecuaţia precedentă se mai scrie în formele echi- 
valente 


gs AS ad ( A a A E 
TH  Ya—Y y a ia A 


Oricare dintre aceste ecuaţii în R? conduce la condiţia ca trei puncte date 
Miz ya), i =1,2,3, să fie coliniare: 


zi vi 1 
EN EA : 
| EA e EE ES =0 sau | z Ya 1|=0. 
las — za Va Vu ta Ya 1 


Următoarele afirmaţii sînt imediate gi stabilesc legătura între modahtátile 
de determinare a dreptei prin două puncte şi printr-un punct şi o direcţie. 
` Dacă za — 2, * 0, atunci dreapta M/M, are coelicientul unghiular 

Ya — Y: T T 
m = A > tg 0, BE | Zei 
Lg — Tı d 2 2 

Punind 
222 =22%A=t te, 


Le — HU Ya Y 
rezultă că ecuaţiile parametrice ale dreptei determinată de M(t Ya), 
Moto Y2) sint 
x= 21 + ilta — 21) 
| y =Y1 + Uya— Yi), tER. 


De aici se observă imediat că segmentul [14,, Mg] este caracterizat prin 


æ = 21 tza — 21), 
| y = ya + Uya — Yı) t ELO, 1] 
sau altfel scris 
æ = (1 — t)z + tza 
| y =(1—0Y4,+Ya tel, 17. 
Pentru 1 = 0 obţinem punctul M,, pentru t = 1 găsim punctul Ma, iar 


pentru => se găseşte mijlocul segmentului [M M:], adică punctul de 


coordonate 


Lat Ta 


ast) E y = Vida, 


2 
Evident punctele corespunzătoare lui ¿€ (0, 1) sint puncte interioare pentru 
segmentul [MM]. 

Aplicaţii. 1) Împărțirea unui segment orientat nenul într-un raport dat. 

Se spune că punctul M împarte segmentul orientat nenul MM, în raportul k e R — 
—(—1) dacă satisface condiția M,M = kMM,. Deoarece MM = (2 — a)i + (y — ydi, 
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=~ 


MM, = (z, — zi + (ya — y)j, condiția de definiție este echivalentă cu === 
= h(za — 2), Y — Yı = klYa — y) şi deci coordonatele punctului M sînt 


Tı + kra Yı + hya 


o kÆ —1, k= fixat, 
1+k 1+k g 


Pentru k = 0, obţinem punctul M,, iar pentru k = 1 obținem mijlocul segmentului MM. 
Pentru k > 0, punctul M este interior segmentului M Ma, iar peniru k < 0, punctul M 
este exterior segmentului ATA 

Ty + kta Yı + kyz 


IP Aa ENA 
zintă dreapta MM, ca si æ = qı +t(%%— 21), Y = Yı + tly — Ys), teR. Legătura 


Observaţie. Ecuațiile s 


, ke R— {—1} repre- 


dintre parametrul t gi parametrul k este t = 


1+ k 

2) Centru de greutate. Fie punctele distincte M,, Mə, ..., Mn avînd vectorii de poziție 
OM, OM,, .-., OM si numerele reale m, Ma, ..., Mp CU proprietatea m + Ma +... + Mp 0. 
Punctul G definit prin 


gg — MOM, + mOM, +... + m0 Ma í 
Mi + Ma +... + Mp 
se numește centrul de greutale al sistemului de puncte (M,, Ma, ..., Mn) relativ la sistemul de 
ponderi (M,, Mas ..., Mn). z 
Dacă Milti, Yi), t = 1,2, „n şi G(z, y), atunci 
Mata + Mata +... + man 
mı + ma +... + Mn 


Dacă m, = M, = ... = my, atunci sistemul de puncte se zice omogen. În acest caz centrul 
de greutate are coordonatele ' 


Mia + MaYa F... E mun 


Mi H Mak... + Mp 


3= 


Li + Ta +)... H Er Va F Ya +- + Yn 


n n 


g = 


În particular, pentru n = 2 obținem mijlocul segmentului [M M,], iar pentru n = 3 obfi- 
nem coordonatele centrului de greutate al triunghiului M, M, M}. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Se dau punctele A[—4, 2), B(= 4), C(4,5),D(-2, 1). Sá se 
5 J 9 ` 


găsească ecuațiile dreptelor distincte determinate de aceste puncte. 


c+ he æ + 4 
Solutie. Dreapta AB are ecuaţia A SA a A 
olupe. eapta y 2 í Fi PE 2? 6 2 
5 5 ) 5 
iai 
Deoarece p TOEA punctul C se află pe dreapta AB, adică punctele 4,B,C 

6 2 
5 


sînt coliniare. 
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analog, 


arată că punctele A,B,D sînt coliniare. 
2. Se dau punctele A(—1, 0), B(1, —2). Să se determine: 
1) coordonatele simetricului lui A faţă de B, 


— 
2) coordonatele punctului M care imparte segmentul AB în raportul m. 
A 


Soluţie. 1) Fie (x, y) coordonatele simetricului lui A faţă de B. Egalităţile = 1, 
Oky = —2 conduc la z = 3, y = —4. 
2 ` i 
2) Preferăm înlocuirea directă în formule. Rezultă 
=1+*. —27 
p= Á = 
1 +r 14r 


3. Să se verifice că mijlocul segmentului care uneşte mijloacele diagona- 
lelor unui patrulater de virfuri M,(a; y:i), i = 1,2, 3,4, este centrul de 
greutate al sistemului omogen de puncte (17, Ma, My, Ma). 


Solutie (fig. 11.10). Coordonalele mijlocului A al segmentului [M,M,] sînt 


Lat Za Ya + Ye 
A a VA a 


, iar coordonatele mijlocului B al segmentului [MM] sînt 


Mijlocul G al segmentului [4B] are coordonatele 


Tı + T3 Yı +Y 
ao pa re 


Zap ate ts ta 4 Ya +YB Ya + Ya + Ys + Ya 
GAS 20 Mar y KA > Va 2 4 
este centrul de greutate specificat în problemă. 


z „adică G 


§ 4, Ecuatia carteziană generală a unei drepte 


Fie un punct Molto, Yo) avind vectorul de poziție Fo(2o, Yo) şı fie Ala, b) 
un vector nenul. Există o singură dreaptă d ce trece prin M, şi este 
perpendiculară pe î (fig. II. 11). 


M3 


Ple wo Fig. Iu 
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Teoremă, Fie M(x 
poziție. Punctul M aparti 
şi numai dacă 


y Y) un punct arbitrar Și F(x, y) veclorul său de 
ne dreptei d, determinalá de Mo şi de ñ + O, dacă 


A. (F — Po) = 0. 
Demonstratie. Punctul M aparține luid d 
M¿M = F — Fo sint ortogonali. Pe d» alt 
valentá cu anularea produsului scalar. 


acá și numai dacă vectorii A si 


, 


ă parte ortogonalitatea este echi- 


Deoarece A =ai+bj. Fy = zi + Yo], F= xi + y] ecuaţia a. ( 
in V este echivalentă cu ecuația 


alx — 20) + bly — Yo) = 0 


în R?, aceasta din urmă numindu-se ecuația carteziană a unei drepte ce trece 
prin Moşi este perpendiculară pe vectorul nenul A. Vectoriul nenul A se numeşte 
gectoral normal al dreptei d. Precizăm că orice vector m tz 0 
rol cu Ñ. 


“su 
| 
ŞI 
ll 
© 


, Joacă aceiaşi 


Teoremă. Fie á (u, v) si 7 (a, b) doi vectori nenuli. Ecuațiile 
= Loy + ut, 
1 


2. 
=y +0 ter YY 


F= + 16,tERián rl 


EE O RE; A: (F — 9) =0în V; alz — Zo) +b(y — Y) =0 în R? 


Hu v 


sînt echivalente cu ecuatia 
ax +- by +e = 0, (x, y) € R2 

Demonstrație. Raționamentul direct îl lisăm drept temă. 

Reciproc, este suficient să arătăm că ecuația ax + by + c =0 reprezintă 
o dreaptă. Într-adevăr, dacă (Zo, Yo) este o soluție a acestei ecuaţii, atunci 
găsim € = —a4xy — by, şi ecuaţia se scrie în forma echivalentă 

alz — za) + Uy — yo) = 0, 
care reprezintă o dreaptă ce trece prin Molto, Yo) şi este perpendiculară pe 
Ala, b). 

Ecuația ax -+ by +c=0 în R?, pentru care a? + b? 4 0, se numeşte 
ecuația carleziană generală a unei drepte. Deoarece A (Y 
= ax + by -+c este un polinom de gradul întîi în x gi y, uneori se spune 
că dreptele sînt curbe algebrice de ordinul unu. 

Deci 

d = (Mz, y) | (x, y) ER? ar +by4+c=0, a +6? 40) 
sau mai scurt 
d:acx+by +c=0. 

Vectoral normal al unei drepte date prin ecuaţia cartezisnă generalá este 
ñi(a, b), iar vectorul director al aceleiaşi drepte este (b, —a). În cazul b z 0, 
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7 
d 
Mo f 
Fig. 11.12 Fig. 11.13 
coeficientul unghiular este m = — > şi ecuaţia dreptei corespunzătoare se 
poate scrie în forma carteziană explicită 
y=mr +n. 
Ecuația generală a unei drepte ce trece prin origine este 
ax + by = 0. 
Dacă b % 0, atunci putem scrie y = mg, m = Aa . În particular, pentru 


m = 1 obținem y = v care este ecuaţia primei bisectoare a unghiului axelor 
de coordonate, iar pentru m = —1 obținem y = —v care este ecuația celei de 
a doua bisectoare a unghiului axelor de coordonate (fig. 11.12). 

Fie dreapta d:ax + by +c = 0. Dreapta care trece prin punctul 
Melo Yo) E d şi are vectorul director Ala, b) se numeşte normala lui d în 
punctul My (fig. 11.13). 

Comentarii. 1) Fie dreapta d : ax + by +c =0, a? + 0? % 0. Punctul 
Mo(o Yo) se află pe dreapta d dacă gi numai dacă az, + by, + c = 0. 

2) Considerăm dreapta d: 2x + 3y + 1 = 0. Punind x = 1 găsim y = 
= —1, adică d trece prin punctul de coordonate (1, —1). Analog constatăm 
că d conţine punctul (—5, 3). Rezultă că ecuația lui d este echivalentă cu 
x—1Í y+1 
FE 
= —1 + 2, tE R. 

3) Pentru fiecare t € R — (0) dreptele de ecuaţii ax + by -Ec=0 gi 
tax + by +c) =0 sint egale. Într-adevăr, prima are vectorul normal 
ñ = al +0], iar a doua vectorul normal tñ, + 4 0. De asemenea un punct 
(Zo, Yo) se află pe prima dacă și numai dacă se află pe a doua, condiţia comună 
fiind az, -+ byo +c=0. În concluzie ecuaţiile az + biy +c, =0, a + 
+0 #0, aaz + bay + ca = 0, a3 + 03 4 0 reprezintă aceeaşi dreaptă dacă 
şi numai dacă au coeficienţii corespondenţi proportionali. 

Pentru ¿ = 0 ecuaţia tax + by + c) = 0 reprezintă planul p. 


. De aici se obţin ecuaţiile parametrice » =1— 3t, y = 
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4) Fie dreapta d : ax + by + e = 0. Pentru trasarea lui d în raport cu 
reperul cartezian este necesar să determinăm fie două puncte distincte pe d, 
fie un punct gi vectorul normal, fie un punct gi vectorul director, fte un punct 
şi panta. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Ştiind că M,(3, 4) este piciorul perpendicularei coborttá din origine pe 
dreapta d, să se scrie ecuaţia dreptei d. Apoi să se determine un versor director 
al lui d și panta lui d. 


| Solutie. Dreapta d este determinată de punctul M7,(3, 4) şi vectorul normal OM = 
= 3i + 4]. De aceea ecuaţia carteziană implicită a lui d este 3(x% — 3) + 4(y — 4) =0 
adică 3x + 4y — 25 = 0. 

Un vector director al lui d este a = —4í + 3], iar acestuia i se asociază versorul 

1 1 = z 

—— ă => (4i + 3]). 
lall 5 ; 

Explicitind y = — i z + a găsim panta m = — E > 

4 4 4 

2. Să se scrie ecuațiile parametrice ale dreptei d' ce trece prin punctul 
Mo(1, 2) şi este perpendiculară pe dreapta d : 3x — 2y + 2 = 0. Să se găsească 
proiecția lui M, pe d şi simetricul lui M, față de d. 

Solutie. Vectorul normal al lui d este î = 3i — 2]. Acesta trebuie să fie vectorul direc- 
tor al luj d’. Deci d: © = 1 + 3t, y =2 = 2% te E. 

Proiectia lui Mg pe d este dată de d! N d, adică este caracterizată prin sistemul 

8s — 2y +2=0, &=1 F 3t, y =2 — 20 
E si 1 3 A 2 
Rezultă 131 + 1 = 0, adică t = — pi şi deci (E a sînt coordonatele punctului 
: Eg 3 
căutat. Dacă (a, b) sînt coordonatele simetricului lui M, față de d, atunci 
1+a 10 1 +b 24 


2 13” 2 13 


3. Să se traseze graficul funcţiei f : R > R, f(x) =|x—4 |. Apoi sá se 
determine numărul soluţiilor sistemului 
Are [a —4l|, 2 E [—1, 6] 
y=t ER, 
în funcţie de valorile lui t. 


Solutie. Deoarece 


—ă 
flo) =12=41=( i > petru aa 
—2 + 4 pentru z< 4 


graficul lui f este reuniunea semidreptelor 
Yy=0—=h4, 274) y =—0+4 eh 
(fig. 11.14). Fig. 11.14 
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d 2, E 

CES dzd, $ = Ey de Es 

d, a z; 
1 2 3 


Fig. 11.15 


Urmărind figura 11.14 deducem: pentru t e (—oo, 0) U (5, co) sistemu! nu admite 
soluţii, pentru ¿= 0 se obţine soluția (4, 0), pentru Le (0, 2] sistemul admite două 
soluții, pentru £ e (2, 5] sistemul admite o soluţie. 


$ 5. Reuniunea şi intersecția a două drepte 


Mai întîi ne vom referi la poziţiile relative a două drepte din plan. 

„ Fie d, si da două drepte care au respectiv vectorii directori & şi dz. Drep- 
tele d, gi da sînt (1) paralele dacă şi numai dacă n-au nici un punct comun 
(=ă, este coliniar cu dz; figura 11,15.1), (2) egale dacă gi numai dacă au un 
punct comun, iar ă, este coliniar cu ĉ (fig. 11.15.2), (3) secante dacă gi numai 
dacă 4,, 4, sint necoliniari; dreptele secante sînt perpendiculare dacă gi numai 
dacă da, la, adică q, da = 0 (fig. 11.45.09), 

În particular fie două drepte de coeficienți unghiulari m, gi my. Con- 
ditia de paralelism este mı = Mp, iar condiția de perpendicularitate este 
| mm = —1. 

Fie d, : ax + biy + c = 0 gi dz: Cat + bay + ĉa = 0. Dreptele d, si 
d, sînt (1) paralele dacă şi numai dacă vectorii normali %,(a,, d) şi Aalaa, bo) 
sînt coliniari (fig. II.46.4). adică A, = (A, sau (ai, ba) = t(as, bo), Şi Ca # tea, 
(2) egale dacă şi numai dacă (a, bi) =.1(42, bo) si cı = tea (fig. 11.16.2), (3) 
secante dacă şi numai dacă 7,, F sint necoliniari; dreptele secante sint per- 
pendiculare dacă gi numai dacă A, 1 Ro, adică Ay- Fa = 4142 + biba = 0 
(fia. 11.16.3). 

Teoremá. Dacă d, : ax + biy +c,=0, d : aax + day + c2 = 0, 
| atunci 
| di U da: (ast + biy + cala + bay + co) = 0. 


e 2 


Fig1I.16 


a 


Demonstrație. Fie T (f(x, y) ER? | (ax + biy +c1)(027 + bay + ca) =0). 
Trebuie să arătăm că d,U da = I, adică dUd ET si C di U da 

Incluziunea d, Ud, E T decurge din următorul gir de implicaţii: (Xo Yo) E 
Ed, U d, > sau (Lo Yo) Ed, sau (To Yo) E dz sau ajo + biyo + 6 =0 
sau azto + boot Ce = 0 > (Qto + bio + c1) (dato + Dao + 02) = 0 > 
=> (Lo, Yo) E T. 

Invers: dacă (%o, Yo) ET, atunci (aro + diYo + (lto + dao + c2) =0 
şi deci cel puţin un factor este zero, să zicem at + byo + € = 0; 
rezultă (ty Yo) E d, Cd Ù da şi deci T Ed, U di 
Tgqoremá, Dacă d, : dv + by + & = 0, d, : aax + by + Cs = 0, atunci 
d,Nd,:a12 + by +c=0 si ax + day + e =0. 

Mai mult, 

A) N dy = (Mo <= aba ab 20, 

2) d, A da = dy = da <> aiba — gb, = 0, Cobi — ciba = 0, 

3) a, N do = 9 = aiba — ash, = O, Cabi — Ciba A 0. 

Demonsirajie. Dovedim numai relația 1), restul răminind drept temă. 

Dacă duba — ab, 4 0, atunci sistemul 


az + biy +a = 0, 
aax + bay + ca = 0 


are soluția unică 


Cab, — Ciba ay — QiCa 
A nd] Yo Y 


aiba — Gabi Aba — Gaby 


si deci dı N da = (Mo). Reciproc ipoteza d, Nd, = {M.} implică falsitatea 
relațiilor ab, — cab, = 0 și Cada — Cabo = 0; aibo — abı =0 și Cab; — Cha 0 
deoarece (gt nu este o dreaptă (de ce?) și nici mulțimea vidă. Deci d, N da= 
= (May implică aiba — bau 7 0. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Se consideră mulţimea de puncte M(x, y) ale căror coordonate verifică 
ecuația 120? — 7xy — 12y? =0. Să se arate că această mulțime este reuniunea 
a două drepte perpendiculare, care trec prin origine. 

Solutie. Fie T: 12x? — 72y — 12y? = 0, (z, y) e R?. Ecuația 1222 — 7xy — 12y? = 
în R? este echivalentă cu ecuația 122? — 72y — 12y? = 0 in R, cu parametrul y e R. 

3Y | 


4 
Rezultă 12x? — 7yx — 12y? = 0 <> 12 (= — A (2 + si = 0 (32 — hy) (42 + 


+ 3y) =0=>3x— 4y = 0 sau 4x + 3y = 0. Deci T = dUd, unde d,:3x—4y=0 


si da: 40 + 3y = 0. Deoarece m, = —, ma = — —, condiţia de perpendicularitate 
4 3 
MM, = —1 se verifică imediat, 
Comentarii 


1) O ecuaţie de forma ax? 4- bzy + cy? = 0, cu abe Æ 0 si b? — Lac > 0, reprezintă 
două drepte în plan care trec prin origine și diferite de axele Ox, Oy.. 


45 


| 
| 
li 


2) O ecuație de forma ax? + bzy + cy? = 0, cu abe Æ 0 gi b? — hac < 0, repre i 


un punct în plan și anume originea O(0, 0). 

3) O ecuaţie de forma ax? + bay = 0, cu ab Æ 0, reprezintă două drepte: axa Oy de 
ecuație z = 0 si dreapta de ecuație ax + by = 0. 

4) O ecuaţie de forma bay + cy? = 0 cu be Æ 0 reprezintă două drepte: axa Oz de 
ecuaţie y = 0 gi dreapta de ecuaţie bx + cy = 0. 


2. Sá se gáseascá coordonatele punctului de intersectie al dreptelor: 
d:(a + 1x2 + ay =a, 
“(a + 6)g + Aa + 2)y = 2a +1, a ER, 


utilizind metoda matriceală. 


Solutie. Considerind matricele 


E a 


a+ 6 stai) x=[7), = la 
(a + 1)x + ay = a 


sistemul liniar f E 
e (a + 6)z + 2(a + 2)y = 2a 4-1 
se scrie astfel AX = B. Deoarece 


ai 
a+ 6 a + 2) 
matricea A admite inversă gi 


mh peta —a ]: 


det A |—(a +6) vai 


det A = = az, Va e R, 


Rezultă AX = B => AUAX) = AB <= 


moro ariaa 


Efectuînd calculele obtinem 


(AA) = AB's X = AB, adică 


e =— [ba + 2a — a(2a + 1)] = 
a? -+ 4 a? -+ 4 


= aaa + Sa + (e + ea + = 


3. Fie A şi B punctele în care dreapta de ecuaţie ax + (2a + 1)y + a2=0 
taie axele de coordonate. ; l 

1) Să se scrie ecuația dreptei d, ce trece prin A şi este paralelă çu prima 
bisectoare a axelor. 

2) Sá se scrie ecuaţia dreptei d, care trece prin B şi este perpendiculară 
pe di. i 
3) Să se determine a astfel încit punctul de intersecție dintre d, gi dy să 
fie pe dreapta de ecuaţie x + by = l. 
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Fig. 11.17 Fig. 11.18 
) Solutie. Pentru y = 0, a Æ 0, găsim x = —a si deci A(—a, 0). Fácind x = 0, a 4 — 5 
E a? : —a? 1 : F 
obţinem y = ———— și astfel B |0, ). Dacă a < ——, atunci putem construi 
2a+1 2a +1 2 


figura 11.17. 
1) Coeficientul unghiular al lui d, este m, = 1. Astfel d, are ecuaţia y =x + a. 
2) Coeficientul unghiular al lui d, este m = — Bn = —1. De aceea d, are ecuația 


ma 
a? 


ay E e 
2a +41 
3) Condiţia ca M să fie pe dreapta dată este echivalentă cu condiţia de compatibili- 


tate a sistemului 


z— y= —a 
2 
SETS P 
a + 
s+ 5y=4 
adică cu 
d —1 —a 
4 Sl Case i 
2a + 1 
Y 1 5 1 | 


Dezvoltind acest determinant, găsim 2(24 + 1) + 5(—a2 — a) 4 3a? + a =0 
sau a? = 1 adică a = +1. 
4. Fie ABC un triunghi oarecare. Să se arate că ortocentrul M, centrul de 
greutate G şi centrul O al cercului circumscris triunghiului ABC sînt coliniare. 
Solutie. Se iau drept axe de coordonate latura BA si înălțimea DC. Se notează cu a și 


b abscisele punctelor A respectiv B și cu c ordonata lui C (fig. 11.18). 
Înălţimea CD are ecuaţia s = 0. Deoarece coeficientul unghiular al dreptei AC este 


E „se găseşte că ecuaţia înălțimii din B este az — by — ab = 0. Rezultă H (o, — al A 
a c 


b 
e, o). 
De aceea mediana din B are ecuaţia cx — (a — 2b) 4 — Es = 0, iar mediana din C are 


ecuaţia 2cx + (a + b)y — c(a + b) = 0. Rezultă a 


Coordonatele mijloacelor segmentelor [CA] si [AB] sînt [= , a] respectiv E 


aji De altfel acest lucru 
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se putea ohţine direct, deoarece coordonatele centrului de greutate sînt respectiv medii 
aritmelice ale coordonatelor virlurilor triunghiului. 


Mediatoarea segmentului [AB] are ecuaţia x = Y z b , lar mediatoarea segmentului 
Ă TE 2 
[CA] are ecuaţia y — L£=Llx-—£]. De aceea O AE ana „ Deoarece 
2 e 2 2 2c 
1 J ab 1| 
(4 
E i 


E a 
DIE SE e 
E o~ 
wo 


punciele M, G și O sint coliniare. Acest lucru poate fi dovedit si arátind că HG = 260. 
Notă. Conţinutul problemei precedonle este independent de fixarea unui reper carte- 
zian în plan. De aceea se preteră reperul cartezian care simplifică calculele. 


$ 6. Fascicul de drepte 


Presupunem că avem două drepte dı : a by +c,=0 şi d, :a,t + 
+ day + ca = 0 care nu sint paralele sau egale. Intersecţia d, N de = {M.o} 
este caracterizată prin sistemul liniar 

| aıt + by +c, = 0, 
aot + bay +C: =0, aha — agb, 4 0. 

Reciproc, dacă se dă un punct M (£o, Yo), atunci el poate fi gindit ca intersec- 
ţia dreptelor de ecuații x = 2, și y = yẹ Este incă evident că prin Me trec 
o infinitate de drepte. 


Definiție. Multimea tuturor dreptelor din plan care treo printr-un 
punet dat 37, se numeşte fascicul de drepte. Punctul J/ o Se numeşte vîrful 
fascieulului (fig. 11.19). 

y p ă N j ' . . 

Peoremá. Dacă punctul My este determinat ca intersectia dreptelor da 
si da atunci ecuaţia unei drepte oarecare din fasciculul de virf Mo este 

rat + biy + e) + s(a92 + doy + co) = 0, 72 158220 (r, s) ERA 

Demonstraţie. Deoarece vectorii normali 

Bala, b1) si Aala, be) sint prin ipoteză ne- 

coliniari, adică formează o bază, orice vec- 

7 tor nenul 7 din plan se serie in forma A = 
Afo = rñ; + sa ră -+ s? #0. Ecuația dreptei 


care trece prin Mo ṣi are vectorul normal 7 


este cea scrisă in teoremă. 
2 Ecuația din teorema precedentă se 
Fig. 11.19. numeşte ecuația fasciculului de virf Mo. 
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Fig. IL 20 


Fig. IL 21 


Numerele reale 7 si s sînt parametri, cel puțin unul find nenul. De aceea 
în aplicaţii se lucrează fie cu ayx + biy + cs = O şi (at + biy -H e) +H az + 
+ Bay + ca =0, lie cu ayu + bay + cza =0 şi au + biy -+ e + tlase + 
+ bay + Co) =0, 1 ER. 4 

Fie d : ax + by =0 0 dreaptă care trece prin origine. Mulțimea tuturor 
dreptelor paralele sau egale cu d se numeşte fascicul de drepte paralele. 
Dreapta d se numeşte linia de reper d fasciculului (fig. 11.20). Evident o dreaptă 
oarecare (fin fasciculul de drepte paralele cu linia de reper d are ecuația 


az + by +5r=0, 


unde r este un parametru real. Această ecuaţie se mai numeşte și ecuația 
fascicululuz de dreple paralele. 


Observaţie. Reuniunea dreptelor dintr-un fascicul este planul p. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Într-un reper cartezian se dau punctele A(r, 0), B(0, s) si M(r, s). 
Să se serie ecuaţia cartezianá a perpendiculare: din M pe AB. Să se arate că 
dacă A şi B sînt variabile astíelincitr + s = 1, atunci această perpendiculară 
trece printr-un punct fix. 


Soluţie. Fie k dreapta ce trece prin M și este perpendiculară pe AB (fig. 11. 21). Vec- 
torul director al dreptei AB, adică —ri + sJ, este vector normal pentru +. De aceea ecuaţia 
cartezianá implicită a lui h este —r(z — r) + s(y — s) = 0, adică re — sy +s —=12 = 0. 

Pentru z, s variabile, condiția r + s = 1 implică r(u« +- y — 2) + 1—y=0, VreR, 
adică h face parte din fasciculul de drepte al cărui virf este soluţia sistemului 2 + y — 2 
= 0, 1—y = 0, adică (1,1). 

2. Se dau dreptele AB: x — 2y +3=0, AC: 22 —y—3=0, 
BC: 32 + 2y + 1 = 0. Să se scrie ecuaţia cartezianá a ináltimi din A a 
triunghiului ABC. 

Solutie. Dreptele AB și AC determină fasciculul de ecuaţie r(a — 2y + 3) + s(2x — 
=Yy-—3)=0,1? + s? Æ 0. Aceasta se lranserie sub ferma e(r + 2s) + y(—2r — s) + 
+ 3(r — s) = 0, Selectám dreapta din fascicul perpendiculară pe BC, adică punem condi- 
ţia 3(r + 2s) + 2(—2r — s) = 0. Rezultă r = 4s. Aceasta împreună eu ipoteza s Æ 0 
conduce la ecuaţia 2x — 3y + 3 = 0. 
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3. Se dau patru drepte d,:22 +y—1=0, d:x — 2y +3 =0, 
do: 1+ 3y —2=0, da: —r+2y+3=0. 

1) Să se scrie ecuaţia cartezianá a dreptei care trece prin punctele deter- 
minate de d, N di și d, N da. j 

2) Să se găsească ecuația carteziană a dreptei care este paralelă cu d, şi 
trece prin punctul determinat de da N da. 


, 


Solutie. 1) Fasciculul determinat de d, si dy are ecuaţia 7,(2x% + y — 1) + sil — 
— 2y + 3) = 0, ra + si Æ 0, iar fasciculul determinat, de d, și da are ecuaţia ra(z + 
+ 3y — 2) + sel—x + 2y + 3) =0, ra Æ 0. Cele două ecuaţii reprezintă aceeaşi 
dreaptă dacă gi numai dacă 
2, + s1 Ta — 251 —ru + 38, 


Ta — Sa Bra + 252 — 219 + 382 


Utilizind soluţiile acestui sistem rezultă dreapta de ecuaţie 4x + 7y — 9 = 0. 
2) Fasciculul de drepte paralele cu d, are ecuaţia 2x 4- y — t = 0. Se impune condiţia 
MATES A Dd, = 


Ta — Sa 3ra + 25, —2r3 + 382 f 


Rezultă t = 5 şi deci 2x + y — 5 = 0. 


$ 7. Dreapta orientată 


Fie d o dreaptă din plan. Pe dreapta d se pot stabili două şi numai două 
sensuri de parcurs (ordini ale punctelor dreptei) pe care convenim să le notăm 
cu (—), (+) şi pe care le reprezentăm prin săgeți. 


Lx 


Definiţie. 0 dreaptă d împreună cu o alegere a unui sens de parcurs 
se numeşte dreaptă oriontatá. 

Dacă ă este vectorul director al lui d, atunci este natural să-i atagám lui 
d sensul lui d şi să notăm acest sens cu (+). Acest lucru va fi admis in conti- 
nuare (fig. 11.22). | 

Fie d = (M | MM = tā, t € R} o dreaptă orientată prin 4. Ordinea 
punctelor lui d, indicată de sensul vectorului director 4, este coerentă cu ordi- 
nea pe R. Mulțimea d, = {M | MM = tă, t > 0) se numește partea pozitivă 
a lui d, iar mulţimea da = (M | M¿M = tă,t < 0) se numește partea negativă 
a lui d. Partea pozitivă gi partea negativă sînt semidrepte ale luid determinate 
de punctul Mo. 

Axele de coordonate Ox şi Oy sînt exemple de drepte orientate, iar originea 
le împarte în semiaxe pozitive şi negative. 

Orice dreaptă orientată 


(-) ta aci) d = {M |M, M = tā, t € R} 
d A poate hi scrisă în forma 
(e) AS qu ¡MM = să, 5ER, 8 == al. 
Fig. II. 22 11211 
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(+) 
>> 
/ x 
Fig. 11. 23 Fig. 11. 24 


Unghiurile a si B dintre versorul director € gi versorii 1 respectiv ] se numesc 

unghiurile directoare ale dreptei orientate d (fig. II. 23). Fie u, v coordonatele 
lui 4. Coordonatele versorului ë, 

os a-i = 

cosa = € * 1 = -E 

3 Vu 4 

se numesc cosinusurile directoare ale dreptei orientate d. Ele satistac relaţia 

cos? a + cos p = 1. 

În cele precedente am arătat ce se înțelege prin orientarea unei drepte pri- 
vită ca spaţiu cu o dimensiune de-sine-stătător, adică din punctul de vedere 
al unui „observator“ situat în această dreaptă. Dar în unele probleme este 
necesar să privim dreapta din punctul de vedere al unui „observator“ din 
planul orientat. Elementul de bază în studiul dreptei în raport cu planul este 


normala dreptei. 

În plan se pot stabili două şi numai două sensuri de rotaţie: sensul trigo- 
nometric (+) si sensul mișcări acelor de ceasornic (—). Pianul impreună cu 
un sens de rotaţie fixat se numeşte plan orientat (fig. 11.24). 


Teoremá. În planul orientat, alegerea unut sens de parcurs pe o dreaptă 
este echivalentă cu alegerea unui sens pe normală. 


Demonstraţie. Prin convenţie sensul rotației directe în plan este sensul tri- 


gonometric. ag 
Fie dreapta d: ax + by + c€ = 0 orientată cu ajutorul vectorului director 
(b, — a). Rotind în sens direct cu un unghi de măsură v/2 (vezi Cap. 3), din 
vectorul (b, —a) găsim vectorul A(a, b) a 
sare determină o orientare pe normala (+) 
dreptei d. Raționamentul reciproc este 
evident (fig. 11.25). 
Avind in vedere teorema precedentă, d 


în planul orientat se admite definiția: 
o dreaplă d împreună cu o alegere a 
sensului pe normală se numește dreaptă 
orientată. Fig. 11. 25 
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åk 


w, 


Fig. II. 26 


Presupunem că d, şi de sînt drepte orientate prin vectorii directori ā (tū, 91) 
Și d-(u22). Prin unghiul dintre dreptele orientate d, şi da vom înţelege unghiul 
dintre Ay gi da, adică unghiul definit prin (fig. 11.26) 
A * da ___ Ha z Vata, 


palmar VE Vă 


Sa DU A , ¿El0, 7) 


Presupunem că d, și dz sint drepte orientate prin vectorii normali %,(a,,b,) 
Şi Falo bp). În acest caz unghiul dintre dreptele orientate d, și da este unghiul 
dintre vectorii ñ, si Ry, adică (fig. 11.26) 


Îl * Fa sad Cada + dig 
COS p =— - SS == ọ E [0 Tr]. 
moi WitaVara” 4 


Aplicaţie. Biraport. Vie d: x = so +- ll, y = yy + mt, te Ro droapíá orientată prin 
versovul director & = li + mj şi M,N două puncte ale acestei drepte. Numărul Pay definit 
prin MN = Punë se numește mărimea relativă a segmentului [MN]. 

Considerăm că pe dreapta d au fost fixale punctele distincte Milar, Y), Malta. Ya). 
Mita. Ys), Malta ys) corespunzătoare valorilor t,, ta, ty, t, ale parametrului (fig. 11.27), 
Numárul 


(14,M,M,M,) = PHM, Pia 26,474 


Parada PoraMa la — la fa — ta 
se numește biraport al cuaternei ordonate (Ma, Ma, Ma, M,). Un biraporl de valoare —1 
se numeşte armonie; în acest caz se spune că perechea (M,, My) divide armonic perechea 
(Ma, Ma). Diviziunea armonică esto doci caracterizată prin 


lo pri e 
la — la ta — la 
Dacă M, este luat drept origine pe d, adică t, = 0, atunci această ecuaţie se reduce la 


2 1 1 
aE 


A RA 


Cu alte cuvinte t, este medie armonică a numerelor tg si t4. 


Fig. II. 27 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Se dau dreptele d,: v =142t, 
y=1—1t iERşi da: z—y+1=0. 
1) Să se orienteze 2, şi da. 

2) Să se determine unghiurile 
directoare ale dreptelor d, și dz 


3) Să se găsească unghiul dintre ox | Ae B un 
d, Şi da Ia 0 p 
Solutie (fis. IL. 28). 1) Dreapta d, trece 


prin purem All, 1) şi are vectorul direc- 
tor ă=2i — j. Fie B punctul de pe d, 


cu proprietatea AB = ă, adică B(3, 0). Sensul poziliv pe d, este sensul de la Ala B. 

Dreapta de trece prin punctul C (0, 1) şi are vectorul normal a = i — J. Vectorul direc- 
tor allui d, este b = —i—j. Fie D punctul de pe d, cu proprietatea CD = b, adică D(—1,0). 
Sensul pozitiv pe d, este sensul de la C la D. 


Fig. II. 28 


1 TA NA s s Ă 
2) Pio a, = — a — (2i — J) versoru director care are același sens cu 4. Un- 
lai y5 
, A : LA —1 v 
ghiurile directoare e, f, ale dreptei d, rezultă din cos a; = A =, COS = a adică 
5 VS 
2 A = 
&ı = arccos 73 „Ba = arccos 7». 
(2) D 
E X 37 SUN da A E 4 
Analog găsim că ax = A Ba = a sìnt unghiurile directoare ale lui d,. 
4 


3) Unghiul p dintre d, şi da se determină din 


ab A lu 4 


Nalda vsa o 


1 
adică q = arccos | — —==|+ 
s | V i) 
2 y 


2. Se consideră dreptele dm : t =— — ~, unde m este un parame- 
ml m 


tru real nenul. Cite drepte d trec printr-un punct dat al pianului? Dacă 
patru drepte din familia dm taie po Ox în puncte care formează o diviziune 
armonică, ce se poate spune despre punctele corespunzătoare de pe Oy? 


Solutie. Se observă că dm : méx — 2m +- y = 0. Se constată uşor că prin fiecare punct 
al mulţimii (Oz U Oy) — (0) trece o singură dreaptă dm. Pentru 20 $ y 0, ecuaţia 
de gradul doi în m are soluţiile reale numai dacă 1 — xy > 0, Rezultă: prin ficcare punct 
(z, y) caracterizat prin xy = 1 trece o singură dreaplă dm, prin fiecare punct (x, y) care 
satisface relaţiile xy < 1, 2 E 0, y +0 trec duuă drepte distincte, prin punctele; (x, y) 
care satisfac relaţia ay > 1 nu trece nici o Oreaplă, 

Fie dreptele dm; i = 1, 2, 3,4, care taie pe Oz în puncte de abscise x;, i = 1,2,3,4, 


care formează o diviziune armonică, adică 


eE e bi Baie e e 


Lg — Lg 2¿— Tı 


e 2 A a 
Evident z; = —. De aceea relaţia precedentă se transcrie 
mi 


Ma — Mı . Ma — My 


SL: 


m, — Ma m= Ma 
«Dreptele dm determină pe Oy punctele de ordonate y; = 2 m;. De aceea 
A YE Va ae a 
Va — Ya Ys — Ya 
si astfel punctele de pe Oy formează o diviziune armonică. 


$ e. Distanţa de la un punct la o dreaptă. Aria unui triunghi 


1) Fie Mo(zo Yo) un punct din plan si k o dreaptă de ecuație az + by + 
+ e =0. Fie M,(2,, yı) proiecția lui Mo pe dreapta k(fig. 11.29). Lungimea 
Il MAMA! se numeşte distanța de la punctul Mg la dreapta h şi se notează cu 
a(Mo; k). Analitic, d(M,; h) se poate obţine din identitatea 


R: MM, = (+ 1) RIA Mo; h), 


factorul + 1 avind semnul produsului scalar din partea stingă. Deci 
) 


AM; h) = | * M,M, | 


sau 
MAA | af) — zı) + blo — Y)! 4 
( 0» ) y a? m ja 
Deoarece M, E h, rezultă c = —az, — by, si deci 


al Mo; h) = lark bio +el i 


2 


at + b 


2) Sá presupunem acum cá avem o dyeaptá h determinată de punctele 
distincte Ma(22, Y2), Malta, Y5) a cărei ecuaţie o scriem în forma 


E Y 1 
Ta Ya AO 
| Xa Yg 4 


Dacă M,(x,, Yı) este un alt punct din plan şi dacă notăm 


a 
| Yo ză Ya 4 | 
A=| t Ya 


=> 


T3 Ya 1 
atunci 
ny 


o da ETAN 
li D aa ad a 


a triunghiului M,M, Ms poate fi calculată cu formula 


De aceea aria 


4 = UEM AM ss Ma) 
2 


Aaa 


PROBLEME REZOLVATE 

1. Într-un reper cartezian xOy se dau punctele A(1, —1), B(3,2). Să se 
scrie ecuatia cartezianá implicită a dreptei AB și să se găsească distanța de 
la origine la dreapta AB. 


„ Ba se 


í 14 _y+i 
Solutie. Ecuația, sub formă de rapoarte, a dreptei AB este === 


3 
scrie in forma echivalentă 3x2 — 2y — 5 = ü. Rezultá 
AE IT RA | 
e E 7. 


2. Se dau punctul M(3,3) si triunghiul ABC determinat, de dreptele AB: 
+29 —4=0, BC: 33 +y—2=0, CA:  —3y —4=0. | 
4) Să se calculeze aria triunghiului ABC. 7 

2) Fie P,Q, R proiecţiile punctului M respectiv pe 04, OB şi AB. Să se 
demonstreze că punctele P, Q, R sînt coliniare. 

3) Să se scrie ecuația fasciculului de drepte determinat de dreptele ai 
şi PO. Să se găsească ecuaţia dreptei din fascicul, care trece prin pia | 
N(0, 5). îl 
Solutie (fig. IL. 30). 1) (4) = AB N CA = Alh, 0), {B} = ABN BC = Blo, 2), {10} = 
= BC N CA > C(1, —1). Tinind seama de for- 


! r y ya 
mulă găsim aria (ABC) =—|A|= 5, unde N“ | | 
2 EN | 
AR e L 
4 0 1 \ i 
A=|o 2 4 |=.10, Sl ! 
t —1 


8 > 
2) Dreapta MR are ecuaţia carteziană ex- y EEN R 
plicită y — 3-= 2(1 — 3). Do aceea A 
= ABN MR => a + 2y — k = 0, 2z — y — 3 = 
=0=>R(2, 1). Tinind seama ca P(3, 0), 


Q(0, 3), se verifică condiţia de coliniaritate, 


| 3 0 1 
0 3 4 |=0. 
2 1 4 Fig. II. 30 
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3) Ecuația fasciculului delerminal de drepicle AB si PQ: æ + y — 3 = Veste ra + 
+ 2y — 4) + slz + y — 3) = 0, 7? + s Æ 0.-Dreapla din fascicul care trece prin (0,5) 
corespunde valorilorr şi s care verifică condiţia 3r + s = 0, s Æ 0. Ecuația acestei drepte 
este 2x + y — 5 = 0. 


$ 9. Locuri geometrice 


O mulţime de puncte din plan, definită prin specificarea unor proprietăți 
geometrice ale elementelor sale, se numeşte loc geometrie. 

În esenţă, problemele de loc geometrie sint probleme de găsire a unor 
proprietăți echivalente celor prin care este dată o anumită mulțime, sau altfel 
spus, probleme de egalitate a două mulţimi. Dar rezolvarea unei probleme de 
tipul (1) „punctele unei mulțimi au proprietatea P dacă şi numai dacă au pro- 
Prietatea Q“ nu este totuna cu rezolvarea unei probleme de tipul (2) „să se 
găsească locul geometric al punctelor care au proprietatea P“. În general, în 
problema (2) proprietatea P este dată astfel incit nu este evident cu ce figură 
geometrică avem de-a face (ipoteză!), iar proprietatea Q nu este specificată. 
Ea poate fi aleasă de rezolvitor din mulţimea proprietăţilor echivalente cu P 
de așa manieră incit să poată spune cu ce figură geomebricá este echivalentă 
mulţimea dată initial. 

Rezolvarea electivă a unei probleme de loc geometrie constă în urmă- 
toarele: 

1) Verificarea existentei unui punct care posedă proprietatea dată, adică 
stabilirea feptulni că mulțimea dată este vidă san nu. 

2) Se consideră un punct (vărialul ) care posedă proprietatea dată şi se sta- 
a deestui punct la o figură geometric F. 

3) Se verifică dacă orice punet al lui F convine, adică se analizează dacă 


bileşie apartener 


este suficient ca un punet să aparțină lio F pentru a avea proprietatea specificată. 
De cele mai multe ori retese că nu patem aceepta decit o parte (F' a lui (F. 
Figura (7! este locul căutat denarece: 
— orice punct care posedă proprietatea dată aparţine necesar lui F’; 
— este suficient ca un punct să aparțină lui GF! pentru a avea proprietatea 
dată. 
Din punet de vedere analitic determinarea unui loc geometrie este echiva- 


lentă cu găsirea ecuației sau ecuatiilor care precizează locul geometric respec- 


tiv în raport cu un reper cartezian. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Locul geometrie al punctelor egal depărtate de două drepte concurente 
este reuniunea bisectoarelor unghiurilor acestor drepte. Sá se determine ecuaţiile 
celor două bisectoare. 
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Solutie. Fie dreptele di: ar + biy + a = 0, da: ax + bay -+ c, = 0. Condiţia de 
concurență este ajb3 — ayb, E 0, iar punctul comun are coordonalele: 


Cab, — Ciba (al — Gila 


= JAS y 


> 
aiba — Gaby aiba — aby 
Evident. acest punct aparţine locului geometric căutat. Fie acum Moy(Zo, Yo) un punct egal 
depărtat de d, şi da, adică 
| aito + bio + e | ză | aao + bo + cal 


V èta 


'Pinînd seama de proprietățile modulelor si de faptul că indicele o poate fi lăsat deoparte, 
găsim ecuaţiile 


art byta apt + bay + Ca 
Vă 
2. Sá se găsească locul geometric al punctelor din plan pentru care dife- 
renta pătratelor distanțelor la două puncte fixe este constantă. 


Solutie. Fie A si B două puncte fixe distinele şi Aun număr real, Căutăm locul geome- 
tric al punctelor M pentru care (M, A) — (M, B) = k. 

Fie k = 0; alunci d(M, A) = d(M, B) si deci M descrie medialoarea segmentului 
[AB]. 

Fie X Æ 0 şi O mijlocul lui [4.8]. Fixind reperul cartezian ca în figura II. 31 rezultă 
O(0,0), M(x, y), Al—a, 0), Bla, 0), a > 0 şi relația de definiție este echivalentă cu 
[((2 + a)? + y?) — L(x — a)? + y] = k, adică == = „ Asttel M aparţine dreplei d: 

a : 
A ER $ 
t= E , perpendiculară pe AB, care taie pe AB în punctul C lea o) „Reciproc, 
4a | 4a 
orice punct M e d satisface condiţia iniţială şi deci locul geometric căutat este dreapta d. 


3. Se dau dreptele fixe d: y =1, d':y=2 gi dreapta variabră 
da: y =——, «ER— (m, REZ). Fie {Au } = dN da, {Ba} = d'N da. 
sin a 


Se cere locul geometric al mijlocului segmentului [A4 La]. 


Solutie (Sig. II. 32). Deoarece 0 < |sin «| < 1, pentru ef kr, ke, poziţiile limită 


ale dreptei d sint cele doná bisectoare y = «şi y = —z. Pe lingă aceasta se observă că 
y =Y 
(Aa } = dN de > po» afla, keZ=> Alsina, 1), « * kr, kez. 
y == 
sin a 


C (2,0) x 


. 31 Fig. II. 32 
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(Ba } = d N da > __ e» air, keZ= B(2sino, 2), 


sin a 


af kr, kez. 


Mijlocul M al segmentului [Ax Ba ] are coordonatele 


_2 sin œ 


3 
A e xÆ kr, kef: 


[DC] — {E} unde D E 


3 3 a 
de ecuaţie y = = cu cele două bisecloare. 


| $ 10. Semiplane 


O dreaptă d din plan are proprietatea căsepară planul p în două sub- 


„mulţimi. 
Fie f: R? > R, i y) = ax + by + c. Definim mulțimile 


| p- = Mis, y 1 y) <0}, d = {Mlz y) | fía, y) = 0}, 
= (Mtz, fa y) >0) 
Se observá cá 
paie pi ð, E EN 


Teorem ă. (fig. H. ia 1) Mullimile p`, pt, pU d, ptr U d sînt conveze. 


| 2) VU, E P, YM, € p*, segmentul care uneste pe M, cu M, intersectează 
| pe d. 
Demonstraţie. Fie Miz, y;), i = 1,2. Segmentul [M,M,] care uneşte pe 
Mı cu M, are ecuaţiile parametrice x= (1 1)2, + il, y = (1 — Dg, E 
+ tyz, t ELO, 1]. 1) Presupunem Milza y) E pP, i= 1,2, adică fle; y) 
= 4%; + by, + e <0, i = 4,2. Deoarece f((1 —1)2, + tza (1 — y, + E = 
= (1 — t) (axı +byı + €) + t(azz + bya + e) <0, vt €[0, 1], rezultă 
[M Mz] € p. Astfel p” este convexă. 
Pentru celelalte mulțimi se procedează analog. 

2) Presupunem M (z; Y) Ep”, adică 
Fli Y1) = az, H byi He <0; Mazo, Ya) E 
E pt, adică f(t2, Y2) = ata + bys +c >0. 
Rezultă p(t) =f((1—1)2, + tza (1 —1)y, + 
+ tya) = (1 — t) (ax, + byr e + tlasa + 
+ bye +0) =(1 — Du Ya) + lta Ya), 
tE[0, 1]. Deoarece e([0, 1]) este segmentul 

„din R care uneşte pe p(0) =f(x,, Y1) <0 cu 
1) =f(2%2,Y2)>0, există o valoare tg €[0,1] 
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y 3 7 
Rezultă ze E „ou (o Hs Fisa adică locul geometric al punctului M este 
ia 3 
2 


o q 3 
ai] si cl, 2) sînt punctele de intersecţie ale dreptei 


astfel incit 0 = olto) = a((1 — to)t, + oa) + D((L — 1o)Y1 + loa) + ©. Deci 
dn[M,M,] = ((1 — to) + tota, (1 — to)Y1 + 10/2)$- 

Implicit în această demonstraţie am admis că un punct; separă pe R. 

Multimile p` si pt se numesc semiplane deschise, iar mulțimile p” Ud, 
ptr Ud se numesc semiplane închise. Dreapta d se numeşte frontiera semi- 
planelor. 

Avind în vedere că f păstrează semn constant pentru punctele unui semi- 
plan, pentru aflarea acestui semn este suficient, să alegem un punct particular 
(Zo, Yo) şi să vedem ce semn are numărul f(Lo, Yo). 

Deoarece semiplanele sînt mulţimi convexe, orice intersecţie de semiplane 
este o mulțime convexă. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Să se arate că locul geometric al punctului de intersecţie al dreptelor 
da : £ -yY = a, d, : £ — Y = & + 2, a€ [0, co) este semidreapta Y -t 1=0, 
ap > |. 


Solutie. Dreptele d, sînt situate în SRI gl închis x + y 2 0, iar dreptele de 
sînt situate în i ae închis x — y > 2. De aceea locul geometric se va alla în zona 


nehasuratá în figura I. 
Eliminind dee) adinx+y=0,2— y = « + 2, a LO, œ) rezultă semidreap- 
tay+1=0,z>1. 


2. Fie ecuația 
(E) tg? y + cos? p) — 2ay tg ọ + y? sin? o = 0, unde q + 
k, lE Z. 


1) Se consideră ecuația (X) ca avind necunoscutele x și y şi parametrul ọ; se 


krn; (2141 1) 2 


notează cu « şi B unghiurile pe care 
le fac cu axa Ox dreptele definite 
prin (E). Sá se calculeze tg a — tg p. 


Apoi, presupunind p=*, să se 3 


4 
scrie ecuaţia comună a bisectoarelor 
unghiurilor formate de cele două 


X 


aa yefe l f 


drepte. á > TS 205 Sei as 
2) Considerind ecuaţia (E) ca 


avînd necunoscuta ọ si parametrii y 


şi æ să se determine regiunea din 


planul xOy pentru care ea admite 
soluţii. 
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Solutie. 1) Se observă că z = 0 implică y = 0 si reciproc. Apoi, pentru 0, ecuaţii 
(E) se transcrie PESNI y p EN mid 


yy? y 1 
| Led + ——-+ ela? p =0 
x s Sin p Coso cos? q 
Rezultă 
Y 1 + / al du cos? p 1 
a sin p cos p y sin? p cos? o cos? p sin? ọ sin p cos p 


ps sin2g — cos! | 
“Y SEP - 2 1. 
sin? p cos? y sin p cos p 


Astfel lg o si lo f pot avea valorile 


- + 1. De aceea | tga — tgh] = 2. 
sin p cos p 


Pentru p= T găsim dreptele y = 3% si y = z. Bisectoarele unghiurilor determi- 


k y: — 3x ie) š x 
nate de ele sînt “E =yY—* Ecuafia comună este 


Vio 2 
(75-34) a t 
VAT ya j Vio va 


2) = o sau a+ ay —y?=0. 


y 


2) Pentru z 40 se observă că ecuaţia (E) este echivalentă cu 2 = —— +1 sau 
T sin 2g 
` 2x e i 2e] ¿E 
cu sin 2p =-———. Aceasta are soluții numai dacă | —— | ŞI. Explicilind mo- 
yte lyte | 


dulele găsim că punelul (x, y) trebuie să se afle în intersectia regiunilor: æ > 0 
n O E EE E E E 10<0 y E => 
y — r> 0; s> 0, y- 3r <0; 2<O y +3Ir>0; <0, y —2<O0, adică în porţiu- 
nea dublu hașurată din figura II. 35. 


3. Să se determine semnul coeficientului unghiular al dreptei d, dată prin 
ecuaţia (a + b +1) -+ (24 — b)y — 2a — 5 = 0, ai cărei coeficienți depind 
de coordonatele unui punct P(a, 6), raportat la reperul cartezian a0d. 

a+-b+1 
TD ESI A. 


2a — b 
şi dẹ: 2a — b = 0 impart planul în patru regiuni 


Solufie. Fie m cocficientul unghiular al dreplei d. Avem m = 


2a — b + 0. Dreptele d.:a +b + 1 = 


og aS Notind fi(a, b) = a +b + 1 şi fala, b) = ła — b, semnul lui m este dat în 
abelul 2, 


ar Y 


Fig. 11. 36 
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| Regiunea fila, b) | fala, b) m š 
N cete Te d il dei 
| H + 5 ar 
0 r T za > ` 
i Iv | > + |+ 


TABELUL 2 


S 11. Probleme de programare liniară în două variabile 


Fie f : R? > R, fle, y) =ar + by +c. 
Teoromá. Dacă functia f se anulează în trei puncte distincte necoliniare, 
atunci ea este nulă peste tot. 
Demonstraţie. Fie (x, y) € R?, 1 = 1, 2,3. Ipotezele 
1 Yı 1 | 
Ya 4 


2 
A 
3 a i 


Gu b Ec=0 
i 


|z 

| 
Us — ba + 0) ? | £ 

| 

| z 


das + byy He =0 


40 


implică a =b=c=0 şi deci f(x, y) =0, Wíx, y) E R?. 
Consecinţă. Dacă fia valori egale in trei puncte distincte necoliniare, atunci 
f este o funcţie constantă. 


Teoremá. Dacă Sc R? este o suprafată poligonală convexa (privită 
ca intersecție de semiplane), iar f : R? => R, f(x, y) = ax + by + e este necon- 


stantă, atunci fiecare dintre numerele min f(x, y) sau max f(x, y) este atins cel 
(1,y)eS ASS 
pulin într-un vârf al lui S şi cel mult pe o latură a lui S. 


Demonstratie. Ecuația uz +by+c—f=0 reprezintă un fascicul de 
drepte paralele cu linia de reper Aj: ax + by = 0. Se observă că distanța 
de la O(0, 0) la dreapta Ap: ax + by + c — f = Ô este 


se Sl Lei ale 

ya +b 
relație arată că extremele 
funcţiei f — c sînt proporţionale cu 
extremele lui d. Ducind OP L As, 
RO L Af (fig. IL. 37) avem RO = d şi 
deci extremele lui d vor fi atinse cel 
puţin în urele virfuri ale lui S gi cel 

mult pe o laturá a lui S. 
Generalizare. Dacă S ER? este o 
intersectie de semiplane care posedá cel 


Aceastá 


Fig. LI. 37 
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al 
puţin un virf, atunci unul dintre numerele min f(x, y) sau max f(x, y), acel 
(x,y) eS (x,y)eS 
care există, este atins cel puţin într-un virf al lui S. 

Problemele de programare liniară în două variabile sint probleme de urmă- 
torul tip: să se determine minimul sau maximul functiei (x, y) > f(x, y) = 
= az + by + c cu restricţiile z > 0, y > 0, qz + by > tn ¿=1,2,..., m. 

Avînd în vedere teorema precedentă, rezolvarea unui program liniar în 
două variabile se poate face în felul următor. Se trasează dreptele de ecuaţii 
2=0, y =0, ax + biy = cu ¿=1,2,..., m, si tmind seama de teorema refe- 
ritoare la separarea planului în regiuni se pune: în evidență mulțimea con- 
vexá S. Se determină virfurile lui S şi apoi se compară valorile lui f în aceste 
puncte. Evident această metodă nu este eficientă decit dacă numărul de 
restricții este relativ mic. 


PROBLEME REZOLVATE i 


1. Un atelier produce două tipuri de piese A şi B. Tipul A este calitativ 
superior tipului B. Beneficiul net este de 2 lei pentru tipul A şi de 1,5 lei 
pentru tipul B. Timpul de fabricaţie pentru tipul A este de două ori mai 
mare decit timpul de fabricaţie pentru B. Dacă toate piesele ar fi de tipul B, 
atelierul ar putea produce 1000 piese pe zi. Aprovizionarea cu materiale 
ajunge pentru 800 piese (tipul A și B), iar capacitatea atelierului este cel mult 
400 piese de tipul A şi 700 piese de tipul B. 

Cite piese de tipul A $1 cite de tipul B trebuie fabricate într-o zi pentru ca 
beneficiul total al atelierului să fie maxim? 

Solutie. Fie z si y numărul de piese de tipul A respectiv B. Restrictiile sînt 

0< z ss 400, 0 <y < 700 
æ+ y < 800 
22 + y < 1000, 
iar funcția de optimizat este definită prin 
flz, y) = 22 + = y. Construim dreptele de ecu- 


ații x = 400, y = 700, x -+ y = 800, 22+ y = 
= 1 000 şi astfel obținem hexagonul OA BCDE 
unde O(0, 0), A(0, 700), B(100, 700), C(200, 600), 
D(400, 200), Æ(400, 0) (fig. 11. 38). Punctele din 
interiorul si de pe lalurile acestui hexagon 
salistac restricțiile problemei. 

Deoarece f(0, 0) =0, f(0, 700) = 1050, 
F(100, 700) = 1250, f(200, 600) = 1 300, 
f(400, 200) = 1 100, /(400, 0) = 800 rezultă că 
punclul de maxim este C(200, 600), iar 
max fls, y) = 1200. 


2. O secţie a unei fabrici produce 
două tipuri de aparate. Pentru aceasta 


are nevoie de piese furnizate de o altă întreprindere, fiind însă obligată să 
comande zilnic cel puţin o cantitate de piese din care s-ar putea face 80 de 
aparate de primul tip sau 60 de aparate de al doilea tip. Capacrtatea de mon-. 
taj este de cel mult 100 de aparate pe zi din ambele tipuri. Zilnic sînt solicitate 
la vinzare cel puţin 40 do aparate de primul tip şi cel puţin 30 de aparate de 
al doilea tip. Pentru realizarea unui aparat de primul tip se cheltuiesc 2 000 lei, 
iar pentru realizarea unui aparat de al doilea tip se cheltuiesc 4 009 lei. Să se 
stabilească planul de producţie zilnic care se realizează cu minimum de chel- 
tuieli. 


Soluţie. Notind cu z si y numărul de aparate sîntem conduși la următoarele restricții 


s+ y < 100 
z > 40, y > 20, 
x, y = numere întregi, iar a este cantitatea minimă de piese impusă de furnizori. 


Funcția obiectiv reprezintă cheltuielile, adică fiz, y) = 2 0002 + 4 000y. Lásind deo- 
parte condiţia x.y = întregi, patrulaterul restricţiilor ABCD are virfurilo A La E 20) , 
3 


B(80, 20), C(40, 60), D(40, 30). Găsim p(4) = 590-000 


[46 Ep 
f(D) = 200 000, adică A E> 20) este punctul de minim pentru problema modificată 


, F(E) = 240 000, F(C) = 320 000, 


(fig. II. 39). 

Se impune sá cercetăm punctul Mg(54,20). Se constată că f (Ma) < f(e, y), V(z, y) 
din patrulaterul ABCD, x, y = întregi. De aceea s = 54, y = 20 si min f(x, y) = 188 000 
este soluția problemei. 


3. Să se găsească maximul funcţiei z =4(1 + Mx + 2y pe mulțimea 
0 < z s4, 0 sy s6, 32 +2y < 10, ştiind că A este un parametru real. 


Soluţie. Se observă că punctele din interiorul gi de pe laturile triunghiului din figura 
TI. 40 satisfac restricţiile problemei. Apoi ținem, seama că pentru a rezolva un program 
liniar este suficient să examinăm numai virfurile. De aceea calculăm z= 0, 2, = 


( E E e a 
q (1+ Aà) şi zp = 10. Comparind aceste trei numere ajungem la concluzia că 
3 


Fig. Il. 39 Fig. II. 40 


a $ 
pentru As — E avem maX £= 2, = 10 si B este punctul de maxim, iar pentru 


i 1 40 r 
a> — T avem maxz= 24 = a (1 + 7) şi A este punctul de maxim. 


$ 12. Probleme propuse 


1. Într-un reper ortonormat (0; i, j}, se consideră punctele 4(1,2), B(G, —1), C(7, 4). 


1) Să se găsească coordonatele punctului D. astfel încât ac ~ BD. 


2) Sá se găsească coordonatele punctului E, astícl încât CE = 2EB. 
R. 1) D(12, 1); 2) ml je 
3 3 


2, Pe o maşină de găurit în coordonate avem de prelucrat piesa din figura 11. 41. Să se 
determine coordonatele carteziene și coordonatele polare ale punctelor A, B, C, D în care 
urmează a se realiza gáurirea, i 

8. În planul p se consideră reperul cartezian rOy. Să se arate că nu există nici un tri- 
unghi echilateral cu toate virfurile de coordonate numere intregi. 

Indicaţie. Se presupune că O(0, 0), Ala, b), Blc, d) sînt vtrturile, a, b, c, d fiind întregi. 
Notind cu r pătratul lungimii laturilor şi folosind identitatea (ad — be)? = (a? + b?) (c? + 

9 — 
+ d?) -- (ac + bd)? rezultă contradictia at o =V3, expresia din stînga fiind 
r , D 
un număr raticnal. 
4. Sá se scrie ecuația cartezianá a dreptei d determi i 
tia a 4 minalá de punctul M 
vectorul director â(u, v): b aie 
MEMAN al, 3). 
2) Mo(2, 1), a(1, —1). | 


: 5, Sá se găsească mulțimea punctelor M(x, y) din plan, ale căror coordonate verifica 
relaţia: 


1) sin 3y = —cos 2x, 
T 
2) cig E + y) = 


3) lzl+lyl=a. 


ke Z; 2) Č + y = kr, ke Z. 


6. Să se găsească ecuaţiile laturilor și 
coordonatele mijloacelor laturilor triunghiului 
ABC ale cărui virfuri sînt punctele A(5, 0), 
BU, 2), C(—3, —2). 

7. Latura [AB] a unui triunghi A BO este 
Fig. II. 41 situată pe dreapta d: 3x + 2y — 16 = 0. 
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Indicatie. 1) = —3y = +(n—22)+ 2kr, 


PAPER PASS 


Tee * Fig. II. 43 


Sá se determine coordonatele virfurilor triunghiului, știind că abscisele virfurilor A si B 
sint egale cu 2, respectiv 6, iar centrul de greutale G al triunghiului are coordonatele 
(—1, 0). 

R..A(2, 5), B(6, 2), C[—11, —7). 

8. Se dau punctele distincte M,(cos al, sin a) şi Ma(cos ft, sin Br). 

4) Să se calculeze d(M,, Mo). 

2) Să se determine coordonatele mijlocului M al segmentului [M,M,]şi să se calculeze 
d(O, M). 
3) Notind cu M, proiecția lui M, pe Ox, să se determine a si B astfel incil dreptele 


MM să fie i gone ace pe OM, pentru orice t. 


R. 1) d(M, M,) = 2 sin EE: |: 2) d(O, M) ) = | cos- pes |: 
| 2 


cos «i 0 VWeR=>fP= 3x. 


3) cos 2— eF 
2 
9. Să se scrie ecuația dreptei ce conține punctul A(4, —2) şi este paralelă cu dreapta 
d: 34 y-—1=0. 
10. Sá se traseze graficele funcţiilor f: R— R în următoarele cazuri: 


flo) = Va 2) f(x) = 2V (2 — 1], 
ea Vz+lzl, 4) f(z) = 2 — |2 — 2| — z. 


11. Se consideră crenelul din figura II. 42. Fixind un reper cartezian adecvat, sá se 
stabilească ecuația carteziană explicită a acestui crenel. 

Aceleași probleme pentru dinjii de ferăstrău din figura 11..43, pentru scara din figura 
1. 44 si pentru cremaliera din figura II. 45. 

12. Se dau punctele A(3, 2), B(—5, 4), C(—3, —4), DE, —3). Fie {L} = BA N CD 

{M} = AD N BC. 

1) Să se arate că dreapta LM este paralelă cu AC. 

2) Să se arate că dreapta BD trece prin mijlocul lui | LM |. 


A 
Indicatie. 1) LE , =5) 3 u| de E =>) Dreptele LM gi AC admit vec- 
3 


torul directori + J; 2) BD:x+y+1= 
13. Să se scrie ecuaţiile mediatoarelor şi ecuaţiile înălțimilor triunghiului ale cărui 


virfuri sînt A(4, 6), B(—2, 2), C(2, —4). 
Sá se calculeze: 1) coordonatele centrului si raza cercului circumscris triunghiului 
ABC, 2) coordonatele ortocentrului triunghiului ABC. 


+ 270 
(==) 
a 


ear 
Fig. II. 44 Fig. Il. 45 
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14. Suporturile laturilor [4B] și [AC] ale unui triunghi ABC au respectiv ecnaţiile 
Lz + y — 8 = 0, ho + 5y — 24 = 0 iar virfurile B si C sînt situate pe axa Oz. 
Să se scrie ecuaţia medianei corespunzătoare virfului A. 
R. 4x + 3y — 16 = 0. 


15. Sá se determine parametrul m e R astfel încît punctul de intersecție al dreptelor 
dı : y = 2x + 5 d, :y = mæ — 3 să fie situat pe bisectoarea a doua a unghiului format 
de axele de coordonate. 


nR mna 0 
5 


16. Să se discute în raport cu parametrul m e R, poziţia următoarelor două drepte: 
dı : mx + 2y = 8, da: s + (m — 1)y = 4. 


17. Se consideră treapta unitate o: R —> R, o(s) = ! E SO şi dreapta 


1 dacă 2>0 

dm:mv — y —1=0,meB. Să se determine m astfel încît intersecţia dintre graficul 
lui o si dm să fie nevida. 

Să se formuleze şi să se rezolve o problemă asemănătoare utilizînd funcţia modul 
f: R> R, f(a) = |æ |. 

Indicaţie, Se determină m astfel încât sistemul y = mx — 4, y = o(x) să admită soluție. 

18. O dreaptă variabilă d, care trece prin punctul A(0, 5) taie dreptele d: z — 2 = 0 
si dọ: a — 1 = 0, respectiv în punctele B si C. 

Să se arate că paralela dusă prin B la OC trece printr-un punct fix. 

Indicajie. d: ra + s(y — 5) = 0,7? + s? + 0, Paralela dusă prin B la OC are ecuaţia 
ro + sly — 5s 5) = 0 3740. Coordonatele punctului fix sînt (0, —5). 

19. Să se demonstreze că dreapta variabilă dm: (m? + 6m + 3) — (2m? + 18m + 
+ 2)y — 3m 4 2 = 0 trece printr-un punct fix, oricare ar fi m e R. 

Indicafie, Se ordonează după puterile lui m şi se identifică cu zero. Rezultă 


T 


20. O rază de lumină care trece prin punctul de coordonate (3,1) se reflectă pe dreapta 
d: x — y + 2 = 0 gi apoi trece prin punctul A(1, 1). Să se găsească ecuaţiile parametrice 
ale razei incidente gi ale celei reflectate. 

21. Vîrturile unui patrulater ABCD sînt A(4,3), B(5, —4), C(—1, —3), D(—3, —1). 

1) Sá se calculeze coordonatele punctelor E și F, unde (E) = ABN CD, {F} = BCN 
NAD. 

2) Figura ABCDEF se numeşte patrulater complet, 

Sá se scrie ecuaţiile diagonalelor AC, BD, EP şi să se verifice că mijloacele diago- 
nalelor [AC], [BD], [EF] sînt trei puncte colinare. 

3) Fie {M} = AC N EF, {N} = BD N EF. Să se vonie că punctele E, M, N, F 
formează o diviziune armonică. 

22. Să se determine ecuațiile dreptelor ce trec prin punctul A(1, 1) și sînt echidistanto 
faţă de punctele B(—1, 0) şi C(—1, —1). 

Indicafie. Ecuația fasciculului cu virful A(1, 4) este r(z — 1) + s(y — 1) = 0, r2+ 
4 s? 2 0. Se caută dreptele din acest fascicul care sînt echidistante față de B gi C. 

23. Raportám planul p la un reper cartezian și considerăm punctul M(z, y) ale cărui 
coordonate satisfac relația 


Læ + 2y +8 5 
3z— y+1 E) 
d) Să se arate că punctul M aparţine unei drepte fixe d. 
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2) Sá se afle minimul expresiei æ? + y? cînd Med — (M(—1, —2)). 
121 
R. 4) d: 7x — 9y — 11 = 0; 2) —. 
) o ; 2) Fi 


24, Să se găsească valoarea minimă a lui a? + b° cînd a,b e R, iar ecuația st + as? + 
+ ba? + aw + 1 = 0 are cel puţin o rădăcină reală. 

Indicajie. Pentru x fixat ecuaţia reprezintă o dreaptă d în planul aOb. Distanţa de la 
origine la punctul de coordonate (a, b) trebuie sá fie egală cu distanţa de la origine la dreapta 
d. Deci. 

ai 4-4 
ARO papa 
încît problema pusă se reduce la aflarea minimului a al funcției definită de pătratul 


expresiei din dreapta. Rezultă min (a? 4 b?) = 


25. Să se scrie ecuația dreptei ce trece prin punctul M(4, 3) şi care intersectează semi- 
axele pozitive Oz, Oy, în două puncte A, B astfelincit triunghiul dreptunghic AOB, să aibă 
aria egală cu 27. 

Indicaţie. Se foloseşte ecuaţia fasciculului cu vîrful aE 3), adică r(x — 4) + s(y — 
— 3) = 0, T? 4 s2=£0. 

26. Să se expliciteze soluțiile în R? pentru: 

4) lel+l1y1-2>0,.2) 2<|2=1|+ ly —21—3<4 
3) (x — y + 4)(23 — 3y + 6) > 0. 

Indicatie. Se consideră că (x, y) sînt coordonatele unui punct din plan şi se utilizează 
împărţirea planului în regiuni. 

27. Pe axa Oz se consideră punctele fixe A, B, C. Prin C se duce o dreaptă variabilă 
care intilneste prima bisectoare a axelor în M şi axa Oy în N. Sá se afle locul geometric 
al intersecţiei dreptelor AM gi NB. 

O dreaptă ce trece prin origine. 


28. Se consideră reperul cartezian z0y, un punct, fix A(a, 0) pe Oz şi un punct fix 
B(0, a) pe Oy astfel încît a > 0. Un punct P se mişcă pe segmentul [0B], iar un punct P’ 


se mișcă pe semidreapta By astfel încît OAP = XOP'A = 0, 0e (o a . Bă se gá- 


` seascá locul geometric al centrului cercului circumscris triunghiului APP”, 


R. Semidreapta paralelă gi de același sens cu Oy de origine D(a, a). 

'29. O funcție f: R? > R, f(z, y) = ax + by + c, a, b, c e Rse numește funcţie liniar 

afină. Să se arate că restricfia unei funcții liniar afine la un segment [AB] este sau o con- 
stantá sau îşi atinge extremele globale în extremităţile A şi B. 

Indicatie. Dacă A(z, Y1), Blto, 7 ) atunci [AB]: e = (1 — t)z; + tes, y = (1 — Uy, + 

4 tya Le [0, 1]. Rezultă: q(1) = fla, y) = ftn ya) P Uf (ve, Ya) — Flew d), te [0, 1]. 

80. În cadrul unei C.A.P. sînt destinate 8 ha teren pentru a se cultiva două feluri 

de plante A şi B. Investiţiile necesare pe hectar sint 2 000 lei respectiv 5 000 lei, iar câştigul 

net pe hectar este 3 000 lei respectiv 9 000 lei. C.A.P.-ul dispune de o sumă de 25 000 lei, 
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Pe cite hectare trebuie cultivate fiecare din aceste feluri de plante ca sá se obțină un 
câștig maxim? 
R. z= 5ha, y= 3 ha, max f(x, y) = 33 000 lei. 
31. O întreprindere de construcții trebuie să realizeze un complex de locuinţe însumind 
900 garsoniere, 2 100 apartamente cu două camere și 1 400 apartamente cu trei camere. 
Se preconizează două tipuri de blocuri: primul tip cuprinde 40 de apartamente cu trei ca- 
mere, 30 de apartamente cu două camere si 10 garsoniere gi costă 4 milioane lei, iar al 
doilea tip este format din 20 de apartamente cu trei camere, 50 de apartamente de două 
camere si 30 de garsoniere, avind costul de 5 milioane lei. Să se stabilească cîte blocuri de 
fiecare fel trebuie construite astfel încît cheltuielile de construcţie să fie minime. 


R. 20 de blocuri de primul tip si 30 de blocuri de al doilea tip. 


Capitolul lil 
IZOMETRI 


S 1. Transformări geometrice 


Fie p un plan. O funcţie F : p > p sau o restricţie a unei asemenea functii 
se numeşte transformare geometrică. "Transformarea geometrică (F : p iz P 
ataşează fiecărui punct M E pun alt punct M’ E p pe care îl notăm cu (F(M), 
(fig. III. 1). Mulțimea tuturor punctelor (F(M), M E p, se numeşte imaginea 
lui F gi se notează cu (F(p). Evident F(p) G p. Un punct M, cu proprietatea 
(FUN o) = Mo se numeşte punct fix al funcţiei F. 

Transformarea geometrică (F se numeşte: 

1) imjectivă, dacă relaţiile VM,, Mz E p, (F(M,) = (FM) E p implică 
M, = M, (echivalent VWM,, M, € p, M, 4 M, > (FIN) + FN); 

2) surjectivă, dacă YM’ E p, IM €E p astfel incit (F(M) = M’ (echiva- 
lent (F(p) = p); 

3) bijectivă, dacă este injectivá şi surjectivá. Aceasta înseamnă că fiind 
dat un punct M’ € p există un punct unic M E p astfel încît (ZU) = M’. 
Existenţa este asigurată de faptul că (F este surjectivá şi unicitatea decurge 
din faptul că F este injectivá. 

Dacă F : p >P gi G : F(p) >p sint două transformări geometrice atunci 
prin M > (Go F) (M) = G((F(M)), VM € p; definim transformarea produs 
Go (F :p > p (fig. II. 2). Produsul transformărilor este o operație asociativă, 


adică (G o F) 016 = Go (F ° WØ). 
M-F (m) 
| 5 
+ O MSA 


Fig. TIL 4 : Fig. II. 2 


p 


r 


i e TT (4. im) 7 op 
mM =7 1m] o M= Fim) 
- are e e aa a 
SAA A iti zi k > 
E zo 
Fig. HI. 3 Fig. 111. 4 


Unei transformări geometrice bijective (F: p > pi se poate ataşa transfor- 
marea geometrică (unică!) 4: p =P astfel încît 4(M') = Mep cu proprio” 
tatea (F(M) = M'. Transformările geometrice (F si 4 satisfac relaţiile 
(GF) (M) = M, VMEp, (F°) (M') = M', vM'ep. Pe scurt, Go Pe 
= (Fo =1p, unde 1, este identitatea pe p, adică transformarea go 
caracterizată prin 1,(M1) =M, vMep. Invers, dacă unei transformări 
geometrice (F: P >P i se poate ataşa o transformare geometrică Z: p > p 
care să satisfacă relațiile 4 °F =(F:4 = 1p, atunci (F este în mod neg 
o bijectie. Transformarea geometrică 4 se numeşte inversa lui (F şi deseori 
se notează cu (F> (fig. IHI. 3). 

Dacă (F: p > Pp § G: p >p sint transformări geometrice bijective, atn 
GxF este tot bijectivá şi (Go Fy*=(F 108”. De asemenea, pentru orice 
bijectie (E: p > p se satisfac ipe F =(F9Lp = F. 


§ 2. Translaţii 


i i ilor liberi Jotá 1, M' două puncte 
Fie planul p și mulțimea vectorilor liberi V. Notám cu M, p 
din plan şi cu Y un vector liber fixat, 
. vu A £ ne a SAL . 7 
Definiţie. Transformarea geometrică S:p >p definită prin M' = 
g( M), MM' =0 se numeste translație de vector 0 (fig. III. 4). 
>: > > 4 a 
Definitia este corectă deoarece fiecărui punct MEp ise asociază un punct 
si numai unul singur M'Ep determinat de faptul că segmentul orientat 
EL to] 
4 . - . i Ve A 
MM trebuie să fie reprezentantul vectorului 9. În particular translatia de 
ML Lvl tO 
vector 0 este identitatea 1». ¿E ON 
á i imagi i xistă o singu 
Evident, dacă se dau punctul A gi imaginea sa A“, atunci exis g 
4 Lă 
translație care duce pe A în A” şi anume translatia de vector AA”. 
Teoremá. 1) Dacă Tı este translajia de vector d. şi Ta este translatio de 


: 3 a 
vector Da, atunci produsul 84° Sa = Sao 8, este translajia de vector Ü, + Vas 
) 
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Fig. III. 5 


2) Dacă F este translalía de vector T, atunci 3-1 există şi este translaţia 
de vector — 0. 

Demonstratie. 1) Fie J; translatia de vector 7, adică M” =, (M), 
MM” =ð, si Sa translatia de vector ð, adică M” = SM"), M"M” = d, 
(fig. TIL. 5). Produsul S, o F, este translatia de vector 5, + 9, adică M” = 
=(9,09,)(M), MM” = 5, + dp. Analog Sao F, este translaţia de vector 
D, + 9, şi deci J1 0 Sa = T, 0 F}. 


2) Temă 


Teorema precedentă conține elemente suficiente pentru a afirma că mulți- 
mea tuturor translatiilor planului p este un grup comutativ în raport cu opera- 
tia produs (grupul translatilor). 

Raportăm planul p la reperul cartezian {0; i, J}. Presupunem că punctul M 
are coordonatele (w, y), punctul M’ are coordonatele (2%, y”), iar 3 = hi + kj. 

Tooromá. Translalia T de vector 3 = hi + kj este caracterizată prin 
ecuațiile 

LW 
15 = Y + k, (x, y) € R? 

Demonstraţie. Relatia de definiţie MM” = 5 este echivalentă cu (x' — 
— x)ji + (y' —yj=hi + kj. Rezultă z! — s = h, y — y = k,adicá a = 
=g 4h, y =y +. 

Cu ajutorul acestei teoreme se poate demonstra uşor proprietatea unei 
translatii de a păstra distanța dintre puncte (fig. UI. 6). Într-adevăr, dacă 
prin translatia J de vector 3 = ki + kj punctele Ma yi), i = 1,2, au 
imaginile Milz, Yi), ti = tı + h, yi = Y + k, i = 1,2, atunci 

UMi, Ma) = V (3 = i)? 4 = V r 24 (ya — ya = 

= d( M, M) 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Fie segmentul [AB] şi cercul C de 
centru O şi rază r. Fiecărui punct M de 
pe cercul C'i se ataşează punctul M’ astfel 
încît ABM M’ să fie un paralelogram. Să 
se găsească mulţimea punctelor M'. 

Fig. IL 7 Soluţie. Deoarece ABMM' este 

un paralelogram rezultă MM’ = BA 

(fig. TIL 7). Punctul M’ este transtormatul lui M prin translatia de vector 

BA. De aceea, atunci cînd M descrie pe C, punctul M’ descrie un cerc cu 
centrul 0”, 00” = BA, de razá r. 

2. Fie segmentul [AB] şi două drepte concurente d si d’. Sá se determine 
punctul M pe d şi punctul M'pe d! astfel încît AB MM” să fie un paralelogram. 


Solutie. Fie d” imaginea lui d prin translaţia de vector BA si (M') = d! N d”. Deoarece 
ABMM' este un paralelogram rezultă MM! = AB, adică M este imaginea lui M prin 
translatia de vector BA (fig. INI. 8). 


3. Se dá triunghiul de virfuri 4(3,2), B(1,5), C(—2, —1) si translatia T 
determinată de punctele 0(0,0) si O” (1,2). Sá se găsească A' = F(A), B' = 
=8(B), C' = S(C), S(AB), S(AC), S(BC) şi să se verilice că S(AB)=A'B', 
S(AC) = A'C', S(BC) =B C: 


Solutie. (fig. III. 9). Translafia $ este determinată de vectorul 00” = i + 2j. 
Astfel ea are ecuaţiile a =x +1, y = y +2. 
Punind s = 3, y = 2 găsim a! = 4, y’ = 4 si deci A'(4, 4). Analog B'(2, 7), C'(—1, 4). 
E O E 4 be 
—2 3 —2 3 
NS (y = 2=2 
2 La D 


„ Pe de altă parte 


S(AB): ( şi deci S(AB) = A'B’. Analog se verifică gi cele- 


lalte relaţii. 


Fig. IIl. 9 
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$ 3. Rotatii 


Fie planul p raportat la reperul cartezian Oy, plan orientat prin fixarea 
sensului de rotaţie trigonometric drept sens pozitiv. Sensul mișcării acelor de 
ceasornic este sensul negativ. Admitem, cunoscute noţiunile de unghi orientat 
şi de măsură algebrică a unui asemenea unghi. 

Definiţie, Fie 0 o măsură algebrică de unghi orientat fixat. Transior- 
marea geometrică R: p —p definită prin (R(O) =0 şi pentru M 40, 
RM) = M' astio met d(O, M) =d(0, M'), X MOM" = 0 se numeşte 
rotatio de centru O gi unghi 0 (fig. III. 10). 

Rotatia este bine definită deoarece fiecărui punct M E p i se ataşează un 
punct şi numai unul M' € p determinat de condiţiile date în definiţie. Origi- 
nea reperului cartezian este singurul punct cu proprietatea (2(0) = O, adică 
este singurul punct fix. 

Presupunem că M are coordonatele (x, y) şi M' are coordonatele (2, y”). 

Teoremá. Rotajia R de centra 0(0,0) şi unghi 0 este caracierizatá 


prin ecuaţiile 


a! = a cos 0— y sin 

y! = xsin 0 + y cos 0, (1, y) ER?,0E R, 0 = fixat. 
Demonstratie. Urmărind figura 111.10, cazul 0 >0, avem x' = cos (« + 0) = 
= cos a cos 0 — sin asin 0. Dar cos a = z, sin a = y. Deci 4! = xcos 0 — 
— y sin 0. Analog, y’ = sin (a + 0) = sin a cos 0 -+ cos sin 0, adică y” = 


= % sin 0 -+ y cos 0. 


y e 


4(x,y 
X 
> 


m 


e mad j x Miey’ 
pm ty) 
2 M(x,y). 
x 
g8<0 9=0 
Fig. II. 10 
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Teoremă. 1) Dacă Ri si Pa sint rolaţii 
de centru O si unghiuri 0, respectiv 0, atunci 
Ri o (Ra = Rz o R, este rotația de centru O şi 
unghi 0, + 0. 
2) Dacă R este rotația de centru O şi unghi 0, 
atunci R există şi este rotația de centru O 
Ll și unghi —0. 
z Demonstraţie, 1) Temă. 
Mn 2) Rotatia (2 de centru O(0, 0) si unghi 0 
Fig. III. 44 este caracterizată prin sistemul de ecuaţii 


a a eu 
y = 2 sin 0 + y cos 0, (x, y) ER?, 0 ER, 0=fixat, 


Presupunind M'(x*, y”) dat gi rezolvind sistemul precedent în raport cu (zx, y) 
gásim solutia unicá 
a = x’ cos (—0) — y' sin (— 0), 
| y = v’ sin (— 0) + y” cos (—0). 
Aceste ecuații caracterizează o rotație $. de centru 0(0,0) gi unghi — 0 cu pro- 
prietatea @ o $ = £ o @ = lp. De aceea @ este bijectivá eR 

Definiția și teoremele precedente arată că mulțimea tuturor rotațiilor de 
centru O ale planului p este un grup comutativ în raport cu operaţia produs 
(grupul rotaţiilor ). 

Să arătăm că rotaţiile au proprietatea de a păstra distanța dintre puncte 
(fig. ITI. 11). Într-adevăr, dacă prin rotația (2 de centru O şi unghi 0 punctele 
Mita Y), i = 1,2, au imaginile Milha yi), zi = v; cos 0 — y, sin 6, y, = 
= 4, sin 0 + y, cos 0, i = 1,2, atunci 


UMi, Ma) = V (za — 11 + (Y — Y) = 


= Viza — 2) 0050 — (y — y1) sin OP File — 23) cos 0 F (ya — y) sin OF = 


> ACEA a z)? + (Ya — Y) (cos*0 + sin20) = PATA — 21)? + (Va — y)? = 
= d( Mı, Ma). 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Pe laturile [A B] și [AC] ale triunghiului ABC, în exterior, se construieso 
triunghiurile ABD gi ACE astfel incit X EAC = X DAB = 90° si X BDA = 
= X CEA. Să se arate că mediana din A a triunghiului ABC este înălțimea 
în triunghiul DAE. 


4 


Fig. III. 42 


Soluţie (fig. III. 12). Fie AH | BC,(MB] = [MC], AH N DE = {P}, AM N DE (NM). 
Prelungim pe [BA] cu un segment [AR] = [BA]; atunci AM este linie mijlocie în triun- 


4 
ghiul BRO, adică AM || RO şi día, M) = d(R, 0). 


Efectuám o rotaţie de 90% cu centrul în A, a triunghiului ARC; AR devine AR, 
AC devine AC, si RC devine R,C,. Dar ABD ~ ACE; 


¡A O) A, E) gay AA. Cu) _ día, El 


pes d(4, B)  a(A, D) (A, R)  d(4A, D) 


Rozultă R,C, || DE şi cum R,C, L RC, AM || BC, găsim AM | DE. 
2. 1) Se dă triunghiul echilateral de viriuri A(1, 2), B(3, —1), 


, 


ol HIE rat | 
2 2 


. . T 
Sá se determine imaginea sa prin rotația (2 de centru O şi unghi —. 


2) Se dă pătratul de virfuri A(—1, 0), B(1, 0), CU, 2), D(—1, 2). Sá se 


ial ap Ñ EA T 
determine imáginea sa prin rotația (2 de centru A și unghi — a 


7 


Solufie. 1) Rotatia de centru O gi unghi 7/3 este caracterizată prin 


EA E. 

Ki le a a 
y > AE. imaginea lui A prin 
Punind x = 1, y = 2, găsim dog VB y= tl Astfel imaginea lui A p 


RE 
3 este punctul A’ lo 1/78, Ve +4 ). Analog, 


p P J ri, Ja: —2). os 00. (5 4 3/7)/2. 
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2. (fig. III. 13). Rotaţia 2 de centru 4(—1, 0) si 
unghi —z/4 este caracterizată prin (de ce?) 


za Vitara, 
y o (2 4 + Vie, 


Evident lui 4(—1, 0) îi corespunde punctul A'(—1, 0). 
Punctului B(1, 0) îi corespunde 


BV e) 


Analog, 
Fig. III. 13 0(2//3 =4,0), DW2=4,V/2): 


$ 4. Izometrii 


Fie planul p raportat la reperul cartezian Oy. Rotatia de centru O şi 
unghi 0 este descrisă de sistemul liniar 


| bany e 
y' = v sin 0 + y cos 0. 


De aceea rotației @ ise poate asocia matricea 


m 0 —egino0 
sin 0 cos A 


l ; Matricea R are proprietatea 'RR = J, unde J este matricea unitate de ordinul 
doi. Astfel R este ceea ce se cheamă o matrice ortogonalá de ordinul doi. 


; a b ; 5 Ta : 
Fie A = | a o matrice ortogonală cu elemente reale, adică o matrice 
(H h 


care satisface relația IAA = I. Tinind seama că determinantul produsului 
a două matrice este egal cu produsul determinantilor gi că determinantul unei 
matrice este egal cu determinantul transpusei, deducem det (144) = det] = 
= (det!4)(detA) = 1 = (detA)? = 1 = det A = +1. Astfel matricea orto- 
gonalá A este nesingulară, adică admite inversa A-1. Dacă inmultim relația 
'AA = la dreapta cu A1 rezultă '4 = A~. Din această egalitate, prin 
înmulțire la stinga cu A, rezultă A'A = I. 

Inversa unei matrice ortogonale este o matrice ortogonală. Într-adevăr, 
(47471 = (AJA T1 = AA = I. Analog se arată că dacă A şi B sint 
matrice ortogonale (de ordinul doi), atunci şi matricea produs AB este orto- 


gonală. 
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Teoremá. 1) Orice matrice ortogonală de ordinul doi cu determinantul 
+4 1 se poate scrie în forma 


cos 0 — sin 0 
sin 0 cos 0 
2) Orice matrice ortogonalá de ordinul doi cu determinantul —1 se poale scrie 
sub forma 
cos 0 sin 0 
sin 0 —cos 0 


a 


Demonstraţie. 1) Fie A = | 
c 


b e Y : ; 
| o matrice ortogonală de ordinul doi. 


Problema se reduce la a rezolva sistemul 


aF 02 =—1,ab-ocd=0,b24+d2=—1,ad—bhe=l. 


Se observă că dacă punem a = cos 0,c = sin 0,0 € R, atunci prima ecuaţie 
este identic satisfăcută. Analog, ecuaţia a treia admite familia de soluţii b = 
= cos p, d = sin q, p E R. Seimpune ca acestea sá verifice ecuaţia a doua și 
ecuaţia a patra, adică 


cos (0 — q) = 0, sin(0— q) = —l. 
Rezultă ọ = 0 — SE (mod 27) şi deci b = —sin 0, d = cos 0, 


2) Temă. 

Observațiile precedente sugerează: introducerea transformărilor geome- 
trice determinate analitic de o matrice ortogonală, transformări care conțin 
rotatiile de centru O ca un caz particular. 


a 


S E b A 
Definiţie. Fie A =| | o matrico ortogonală. 


C 


Transformaroa geometrică caro asociază punctului M(x, y) puncial M(x’, y’) 
definit prin 


, 


x' =ax + dy, 
y" = ca + dy 


se numeşte transformare ortogonalá. 

Avind în vedere observaţiile făcute pentru matricele ortogonale de ordinul 
doi rezultă: 

1) orice transformare ortogonală admite o inversă care este tot transformare 
oriogonală, ; 


TAU 


2) produsul a două transformări ortogonale esteo transformare ortogonală, 


3) dacă det A = +1, atunci transformarea orlogonală corespunzătoare este 
o rotaţie de centru O, i 


4) dacă det A = —1, atunci transformarea ortogonală corespunzătoare esté 
o rotație de centru O şi o simetrie de axă Ox sau Oy. 

Aceste observaţii arată printre altele că mulţimea tuturor transformărilor 
ortogonale ale planului p este un grup în raport cu operaţia produs (grupul 
iransformărilor ortogonale ). 

Ca şi în cazul rotației un calcul analitie simplu arată că o transformare 
ortogonalá păstrează distanţa dintre puncte. 

Pornind de la modelul transformărilor ortogonale şi al translatiilor intro- 
ducem transformările geometrice care poartă numele de izometrii. 

a 


b À par 
lo matrice ortogonalá gi (%, k) o pereche 


Dofiniţie. Tio a =| 
i A 


de numere date. Transformarea geometrică caro asociază punetului M(x, y) 
pusetul M'(x', y”) definit prin 


s = az + by h, 
y = es + dy +k 


se numeşte izometrio. 


Alternativ izometria este produsul dintre o transformare ortogonală de 
matrice A şi o translalie de vector hi + kj. În căzul det A = +1 izometria se 
numeşte deplasare (rolotranslatie), iar în cazul det A = — 1 izometria se 
numește antideplasare (rotaţie, simetrie şi translație). 


Două repere carteziene determină unic o izometrie. Mai precis fiind date 
să o q s > E no. ON ETA 3) 
două repere carteziene (0; 1, J} OA E1, OB € ] 81 10; 1, ]'), 04 EY, 


OB Ej există o singură izometrie Y : p>p astfel încît J(0) = O’, J (A) =4', 
I(B) = B’. Această alirmaţie se probează destul de uşor dacă ţinem seama 
de expresiile canonice ale matricelor ortogonale de ordinul doi. 

De asemenea se constată că orice izometrie este bijectivă, inversa fiind 
tot o izometrie, iar produsul a două izometmi este tot o izometrie. Astfel, 


izometriile formează grup în raport cu operaţia produs (grupul izometriilor ), 
Teoremá. 1) /zometriile păstrează distanţa dintre puncte. 
2) Izometrule păstrează dreptele. 
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Demonstraţie. 1) Orice izometrie J se 
scrie in forma Y od unde JS este o trans- 
latie şi o transformare ortogonală. Rezultă 
UIM), IAN) = as (SM), TAM) = 
=4( SM), S(N)) = AM, N), YM, N ep 
(fig. TIT. 14). 

d Notă. Se poate arăta că orice transformare 
geometrică a lui p care păstrează distanţa dintre Fig. III. 44 
puncte este o izometrie. 

2) Fie dreapta d, : ax + biy + ci = 0 și izometria de ecuaţii z’ = ax + 
+ by + h, y! = cx + dy + k. Pentru simplificarea rationamentelor presu- 
punem ad — be = 1. Deoarece 


O a g =h 
y—k d Y ce y—k 
imaginea J (d,) are ecuaţia 
a, CN Pi pă el 
yk d c yk 


Aceasta este o ecuaţie de gradul intii în x' gi y” pentru care (ad — b,c)? + 
+ (ab, — ba,)? = 440? + d?) + b(a? + c2) — 2a,b,(ab + cd) = al + di 4 0, 
adică coeficienţii lui x', y’ nu se anulează simultan. Astfel teorema este justi- 
ficatá. 

Izometriile păstrează distanța şi dreptele. Deci ele păstrează toate notiu- 
nile definite cu ajutorul distanţei și dreptelor. 

Consecintá. Izometriile păstrează relaţia „între“, segmentele, semidreptele, 
unghiurile, triunghiurile şi congruenta acestor entităţi. 

Definiție. Două submultimi, X, Y de puncto din plan se numese 

Li 3 L] 

congruente dacă există o izometrie J:p >p astfel met J(X) = Y 
(fig. 111.15, a — translație, b — rotaţie, c — simetrie). 


Fa 
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Congruenta este o relaţie de echivalență pe mulțimea submultimilor (figu- 
rilor) planului p. Submultimile (figurile) din aceeaşi clasă de echivalență 
poartă aceeași denumire. j 
PROBLEME REZOLVATE 

1. Se dau punctele 


2—1 al + 202 + a? 
ri A Pe A o REO Eras 
a — 2a +1 ai — a? ) DE ES VA LIRI | o (~a, all 
a+1 a+i E 
a al EU, F e Ai pipa, ee pe 
— a— 1 3a — 1 1—3a] 


unde a este un parametru real. Să se determine condiţiile de existenţă simul- 
tană a triunghiurilor ABC, DEF şi să se verilice că în aceste condiţii ABC = 
= DEF. 


Solujie. Existenţa siilor i i A 
/ ) fa expresiilor raţionale impune a +Æ 1, a # 0. a Æ ie În aceste 


condiții se observă că A=D, B=E gi C =P, avind respectiv coordonatele 


art ab 1] (1, 4 a— 1 E E 
en o NR )l—1 al Impunem gi condiţia ca A, B, C să nu 
fie coliniare 

et i e pi 

a—1l a—1 | 

4 4 1| £0 
A Pia 1 4 
3a—1 


Rezultă a Æ == Vs, 
O 


i 2. Să se verifice că triunghiurile MNL şi MN'L' de virfuri M(7, 1) 
N(7, 4), L(3, 1), M'(—2/5, 16/5), N'(2, 5), L'0, 0) sint congruente si să Ke 
determine izometria ( cu proprietatea (MNL) = MNL. i 

Solutie (fig. III. 16). Triunghiurile dreptunghice MNL si M'N'L sînt congruente 
deoarece au laturile congruente (de lungimi respectiv egale). Urmărind orientarea indicată 
n qe deducem că MW! se obţine din MNL printr-o antideplasare, adică o ¡som 


Co 0 + y sin 0 + Ah, 
y = z sin 0 — y cos 0 + k. 


Fig. II. 16 
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coeficienții cos 0, sin 0, h şi k sînt determinaţi de sistemul 


— = 7'cos 04 sin 0 + h, 


7 sin 0 — cos 0 + k, 


l 
l 


2 = 7 cos 0 + 4sin 0 +- h, 
5 = 7 sin 0 — 4 cos 0 -+ k, 
2 = 3 cos O + sin 0 + h, 
0 = 3 sin 0 — cos 0 + k. 


h = 3, k= —3. 


3 = 
Rezultă cos 0 = ——, sin 0=—» 
5 5 


$ 5. Probleme propuse 


1. Triunghiul 4'B'C' este obţinut din triunghiul ABC printr-o translație. Sá se arate 
dente ale celor două triunghiuri sint paralele sau coliniare. 


că medianele din punete corespon 
anslaţie este o dreaptă paralelă sau egală 


Indicaţie. Imaginea unei drepte d printr-o tr 


cu d. 

2. Fie cercurile C}, Ca și segmentul [AB]. Să se construiască un segment paralel și con- 

gruent cu [AB] ale cărui extremități să fie respectiv pe cercurile Cy şi Ca. Discuţie. 
Indicaţie. Se utilizează translatia J de vector AB. 


3. 1n planul raportat la reperul cartezian sOy se consideră punctul A(—1, 2). 


1) Să se determine ecuaţiile translaţiei J de vector OA. 
2) Care este imaginea dreptei d: + y+1=0 prin $. 
3) Să se găsească dreapta h cu proprietatea S(h): 20” — 3y’ + 1 = 0. 
4. Fie h, k, L trei drepte paralele. Să se construiască un triunghi echilateral ABC ale 
cărui virfuri să fie situate pe cele trei drepte. 
Indicatie. Se fixează punctul A pe una din drepte și se utilizează rotația de centru A 
și unghi 60° sau —60*. Rezultă două soluții, 
5. Să se înscrie un pătrat într-un paralelogram. 
Indicaţie. Dacă există un pătrat înscris într-un paralelogram, atunci centrul O al para- 
. rya x : ` pe ME 
lelogramului coincide cu centrul pătratului. Se utilizează rotația de centru O și unghi i 
3 i 7 i „ac TU 
6. Se consideră rotația & de centru O si o ; 
1) Care este imaginea dreptei d: e — y + 1 =-0 prin &? 
2) Să se delermine o dreaptă h cu proprietatea &(h): z — hy +4 = 0. 
7. Să se determine punctele fixe ale izometriei de ecuaţii 
a! = xg cos 0 +y sin 0+1, 
y = a sin 0 — y cos 0—1 


Indicaţie. Se pune d = æ, y = y si se rezolvă sistemul liniar, obținut. 
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8, Fie 3 = Sos, unde $ este translația de vector 5 = — j, iar & esto rotația 
de matrice 


NE! 
Va a 
1 1 
vz va 
Se dă A(3, 2). Să se găsească (4), IHA), (208) (4). 
Indicafie. So % are ecuaţiile: a = Pa pe ine +1, y = A + Es — 1, iar 
Va Vă AE 
+4 YA c+ id y— íi 


& oF are ecuaţiile: z” = 


RS aaa be Iza 

9. Axele de coordonate Oz și Oy se rotesc cu unghiul < și noul reper Oy” se con- 
sideră invers orientat faţă de 20y. Ştiind că un punct A are coordonatele (//'3, —2 V 3) 
în reperul 2'Oy”, să se găsească coordonatele lui 4 față de reperul z0y. 

Indicaţie. Rotaţia de unghi 0, a reperului cartezian 20y, este caracterizată prin z= a”, 
cos 0 — y sin 0, y = a' sin 0 + y' cos 0 unde M la 7 


reperului urmată de o simetrie în raport cu Oy’ sau în raport cu Ox’. Obtinem 


(2 — Ai += V ) san (1 -3V3 +3) 


Problema impune rotația 


2 


Capitolul IV 
CONICE 


§ 1. Cercul 


Fie (0; 1, J} reperul cartezian în plan gi M,(x; yi), 1 = 1,2 două pate, 
Reamintim expresia distanţei 
AM My) = V (ta — 1)? + (Ya — Y)” 
Fie Mo(2o Yo) un punct fixat şi r un număr real strict pozitiv Egg Caa 
C de cenirú Mo si rază r este mulțimea punctelor M(x, y) cu proprietatea 
M MY =r (Mg se 
o e el ine A M(a, y) aparţine cercului C de centru Mo (2o Yo) şi 
rază r dacă sí numai dacă 
(a — 20)? + (y — yo? =P". 
Demonstraţie. ME C =>4My M) =r > V (a — 2) F (y — Y) =r > 
A pa — yy? = y? 
A pi E E | (xz, y) E R?, (£ — 20)? + (y — Yo)? = 721 sau mai 


2 


q) ES my m f — 2 == „2 
scurt, C: (2 — T)? + (y — yo)? = r°. Ecuația (x — £o)? + (Y — Yo) et 


g = Ly +r cos t, 
Y = Yo +7 sint,t E [0, 27), t = parametru, 


rA A My) 


Fig. IV. 4 Figi Va 
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sau cu o ecuaţie 
F=F + r (costi + sin tj), t € [0, 27) 
în V numită ecuația vectorială a cercului. 

Se observă că (1 — £o)? + (y — yo)? este un polinom de gradul doi în x 
şi y, termenul de gradul doi fiind x? + y?. Aceasta sugerează să cercetăm mul- 
timea 

T: 224 y? 4 2ax + 2y + e =0. 


Deoarece ecuaţia lui T se transcrie 


(= + a)? + (y +b)? =a? +0 —e 
rezultă: 

1) dacă a? + b? — c >0, atunci T este un cerc cu centrul în 4 = —a, 
Yo = —b gi de rază r = “a? +b? —c; 

2) dacă a? + b? — c = 0, atunci I = {(—a, —b)); 

3) dacă a? + b? — c < 0, atunci I = Ø. 

Ecuația 

2? + y? 4 dag + 2by +c=0, @ +b —ce >0, (x,y) € R?, 
se numește ecuaţia carteziană generală a cercului. Evident această ecuație este 
echivalentă cu 

a(z? + y?) + 20,1 + 2b,y +c,=0, d %0, a? + b? — de, >0. 

Fie f: R? > R, f(x, y) = (£ — 29)? + (y — Yo)? — r?, unde (£o yo) este 
un punct fixat, iarr > Oeste tot fixat. Definim mulțimile (fig. IV. 3) int (C)= 
= (Mz, y) | f(x, y) < 0}, C = (Mí(z, y) | f(x, y) =0), ext(C) = (M(x, y) | 
| f(z, y) >0]. Evident int(C) N ext(C) = Ø, int(C) UC Uext(C) = p. 

Deci un cere C din plan are proprietatea că separă planul în două submul- 
timi disjuncte: interiorul lui C notat int (C) şi exteriorul lui C notat ext (C). 

Teoromă. 1) Multimile int (C) si int (C) U C sînt conveze. 

2) WM, € int(C), WM, E ext (C), segmentul [MM] taie pe C. 

Demonstraţie. Fără a scădea generalitatea putem presupune zo = Yo = 0. 
Fie Mi(2;, Yi), Y = 1,2, două puncte din plan. Segmentul [ M; M,] este carac- 

terizat prin ecuațiile parametrice z = (| — 

— t) 2, + tza y =(1—1)y, + Ya, t ELO, 1]. 

Dacă M, M, E int(C), adică f(zi y) = 

y =z +y?=r?<0, i= 1,2, atunci 

E fa, y) = PU — it + itn (1 — Y + tya) = 
= (4 — za + t2)? + ((1 — d)y, + ta)? — 

— r? = (1 — 0222 + 2(1 — t)tzi£a + Pod + 

+ (1 — tyi + 2(1 — 1)ty Ya + Puya — r?s< 

= <* (1 — ad + ptr) ri pir) = 
Fig. IV. 3 = (1 — 1)f(%1 Y1) + tlta Ya) <0, Yt ELO, 1]. 


x 


* (2 se majorează cu t, coeficientul său fiind pozitiv. 
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Cu alte cuvinte [MM] c int(C). 


2) Fie M,€int(C), adică flx,, Y1) < 0 gi 
M, E ext(C), adică f(z} Ya) >0. Rezultă 
funcția continuă q :[0, 1] > R, 
olt) = f(U — 132, + tta (1 — 1)y, + tya) = 
= ((1 — Dra + t22)?+((1 —1)y,+ 1y2)? — r°, 
cu proprietăţile (0) = f(x, Y1) < 0 şi p(1) = 
= (ta, Ya) > 0. De aceea există o valoare 
to € [0,1] astfel încît 0 = el) = (| — 

to) + tota)? + ((1 — t0)Y1 + loja)? — 72 
şi deci Mo((1 — tp)2, + toa, (1 — to)yu + 
+ toY2) E C. 

Fie cercul: (1 — £)? + (y — Yo)? = r? si M (£1, yu) € C. Dreapta deter- 
minatá de punctul M, gi de vectorul normal MM = (2, — 21 + (Yı — voi 
este tangentá (fig. 1V.4) la cerc in punctul M,. Ecuatia cartezianá implicitá a 
acestei drepie este 


(2, — Lp) (2 — 21) + (Y, — Yo) (Y — Y) =0 


Fig. IV. 4 


sau echivalent 
(2, — Zo)(2 — £o) + (Y1 — YNY — Yo) = 7? 


(dedublata ecuației cercului în punctul M,(w,, y1)). Dreapta determinată de 
( 1 AGGI p 


punctul M, şi de vectorul director M¿M, este normala (fig. 1V.4)la cere în 
punctul M. Ecuația normalei este 
DET E VA. 
Ti — To Yi — Yo 
Observaţie. Prin dedublări înţelegem substituirile 22> za, y? > Yy; sy > 
y 1 : a 
Sa (1Y + zy), z> = (2 + 2), y> a (y + yı). Prin dedublata ecuaţiei de gradul 
2 z 


doi a2? + 201904 + Gesy? + 20492 + 2a20y + ao = 0 în punctul M(x, Yı) înţelegem 
ecuaţia de gradul întii a,,2,2 + asez + zy) + aa2VaY + Mole + 21) + asly + y) + 
+ ao = 0. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Să se găsească ecuația cartezianá a cercului cu centru în Mo (1, 1) şi 
tangent dreptei d: 3x + 4y + 8 = 0. Apoi să se scrie ecuaţiile parametrice 

g i ji y li 
şi ecuaţia vectorială ale aceluiaşi cerc. 

Solutie. Notám cu € cercul a cărui ecuaţie se caută. Raza r a acestui cerc este distanța 
de la M, la dreapta d. Deci, 
3:-1+4"11 +8 

Vip 

Ecuatia cartezianá găsită este echivalentă cu ecuaţiile parametrice x = 1 + 3 cost, 
y = 1 + 3sint,t e [0, 27), din care se obţine ecualia vectorială F = i + J +3 (cos ti + 
+ sin tj), Le [0, 27). 


= 3. Astfel C: (x — 1)? + (y — 1)? = 32. 


= 
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2. 1) Să se arate că ecuaţia 22 + y? — 6x — 4y 4-8 = 0 reprezintă un 
cerc C, punindu-se în evidenţă centrul Mo(20, Yo) şi raza r. 
2) Să se scrie ecuaţia carteziană a tangentei la C în punctul A(2,0). 
3) Sá se găsească ecuaţiile carteziene ale tangentelor duse prin D(8,7) 
la cercul C. 

Solutie. 1) Ecuația dată se transcrie (x — 3)? + (y — 2)? = 5 gi deci ea reprezintă un 
cerc cu centrul în 17,(3,2) şi de rază r =|/ 5. 

2) Punctul A aparține lui C, adică coordonatele sale verifică ecuația lui C. Ecuația 
carteziană a tangentei la € în punctul A(2, 0) se poate obține utilizînd dedublata ecuației 
lui C, (2, — 3)* (x — 3) + (Y — 2)(y — 2) = 5. Rezultă —(x — 3) — 2(y — 2) = 5 
sau s + 2y — 2 = 0. 

3) Fasciculul de drepte cu vîrful D(8, 7) are ecuația r(æ — 8) + sly — 7) = 0, 72 + 
-+ s2 # 0. Selectám din acest fascicul dreptele care se găsesc la distanța r =//5 față 
de centrul Mp(3, 2). Pentru aceasta se impune condiția 

; ps- Ir 8)tst2= 9], 
ye 


Est 
care este echivalentă cu r? + s? = 5(r + s)?, Rezultă r = — 5 s, r= —2s şi deci s— 
— 2y + 6 = 0 respectiv 2% — y — 9 = 0 sînt ecuaţiile căutate. 

3. Sá se arate că cercul C : a? + y? = 1 nu este graficul nici unei funcţii, 
dar este reuniunea graficelor a două funcţii. 

Solutie. Se ştie că graficul unei funcții este interesectat de o dreaptă paralelă cu Oy 
cel mult într-un punct. Se observă însă că axa Oy intersectează cercul C în două puncte 
de coordonate (0, —1), (0, +1). De aceea C nu este graficul nici unei funcții. 

Semicercul superior z? + y? = 1, y > 0 este graficul funcţiei f: [—1, 1]>R, f(x) = 
=Y/ 1 — a?, iar semicercu! interior a? + y? = 1, y < 0 este graficul funcţiei g:(—1, 1) > R, 
gla) = — 1 — a2. Cercul C este reuniunea acestor două grafice. 

4, Pe un cerc C de diametru dat [AB], de lungime 4a, a > 0 gi centru O, 
se consideră un punct mobil M. 

1) Să se serie ecuațiile cercurilor cireumserise triunghiurilor AO M gi BOM. 

2) Să se arate că produsul distanțelor de la centrele P şi Q ale acestor cercuri 
la dreapta AB este constant gi că dreptele AP si BỌ sint, perpendiculare. 


3) Să se gè 


ească locul geometrie al 
punctului de intersecţie al dreptelor AP 
şi 80. 

Solutie. Fixăm mai întti reperul cartezian ca 
în figura IV, 5, considerind dreapla AB ca Oz și me- 
diatoarea segmentului AB ca Oy. Rezultă 4(2a, 0), 
m B(—20,0)şi C : s? + — ha? = 0. Fie Ma, B); 
Meca + B? — nat = 0(1). Cercul ciremm- 

scris triunghiului AOM are centrul P situat pe 

mediatoarea segmentului [0.4]. Fie P(a, A, à SR; 
atunci raza este r=//a2 +», iar ecuaţia este 

a? + y? — 2ax — 2Ay = 0 cu condiţia ce + p? — 
Fig. IV. 5. — 2a« — 228 = 0 (2). 
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Analog găsim ecuaţia cercului circumscris triunghiului BOM, cu centrul O(—a, u) 


ue și anume z? + y? + 2ax — 2uy = 0 cu condiţia a? y B? Y Lau — 218 = 6 (4). 


2) Din relaţiile (1), (2), (3) deducem 
a(2a + a) 


a(2a — a) 


dP, R) = — |; d(0, 0) = > B=0 
B 
a2p2 
GP 4) 0,01) = pa = 01 const. 
Panta dreptei AP este m = — A „iar a dreptei BQ este ma =. Deoarece mM, = 
a a 
== o O 2 = —1, dreptele AP gi BO sînt perpendiculare. 
a a 


Observaţie. Produsul Au este pozitiv, oricare ar fi poziţia punctului M pe 
cercul C. 

3) Fie {L} = AP N BQ. Locul geometric descris de punctul Z este chiar cercul C: 224 
+ y? — 4a = 0. k 


5. Să se găsească locul geometric descris de punctul de intersecţie al drep- 
telor d: zcos a+ y = 1, d’: x — y cos a =1, 0 E R. 


Solutie. Mai întii subliniem faptul că existența lui a, echivalentă cu | cos æ | < 1, 
impune | 1 — y| < |z|, | — 1| |y |. Punctele din plan care satistac acestor condiții 
aparțin regiunii nehașurate din figura IV.6. Evident locul geometric căutat aparţine 
acestei regiuni. 

Vom elimina parametrul « între ecuaţiile lui d și d' printr-un procedeu care tine seama 
de faptul că aceste drepte nu trec prin origine: 


Por mt | eu AA, ră a Dute ala 
z— y cosa = í xz? — ay COS a T 


2 4 2 
Rezultă că locul geometric căutat este descris de relaţiile [+ : ) + (y 1 ) Fe 
2) 


4 . . E . 
=—, |4—yl|< |z|, |2—-1]|<]ly l, adică el este semicercul AMB (fig. IV. 6) 
2 


din cercul cu centrul în C la , 31 si de rază + 


6. Să se rezolve inecuatia 


V 3cos a + 3 sina —|/3 > 0, 0 E R. 

Solujie. Notind cos « =v si sin «= y, 

inecuafia dată în R este echivalentă cu sis- 
temul 


de R 


+y —i=0 


în RE. 


Ecuația / 32 + 3y — 1/3 = 0 reprezintă o 
dreaptă d, iar ecuația 22 y — 1 = 0 un 
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cerc C (fig. IV. 7). Calculăm coordonatele punctelor: 
A si M, unde (A, M} = dU C. Rezolvind sistemul 


Eoi -V3 =0 


æ 4+ y? —1=0. } 
obținem soluțiile (1,0) și (- Ss i „Pie A(1, 0) 
si m(— T , VE) „ Inecuaţia V 3x + 3y — 


— 3 > 0' este verificată de punctele din semi- 


planul p+ = Na, y) | V 3x + 3y — V3> o}, 
(nehasurat în figură). 


Mulțimea soluțiilor sistemului este arcul deschis ABM, intersecția dintre pt și C. Pe 
de altă parte avem 


A, =] SEE Al la E era ke. 
sin «= 0 
1 
COS Cea 
M i, E ey de es Ze 
2 2 V3 3 
e ami 


De aceea mulțimea soluţiilor inecuaţiei din enunţul problemei este reuniunea intervalelor 


(277, = T di ke 4 


S 2. Elipsa 


Fie c un număr real pozitiv şi F’, F două puncte fixate din plan astfel 
încât, d( F’, F) =2c (fig. IV.8). ; 
Definiţie. Fio a >c. Mulțimea E a punctelor M cu proprietatea 
AM, F') + d(M, F) = 2a 
se numeşte elipsă. 


Dacă c = 0, atunci elipsa se reduce la cercul de rază a. Punctele Æ” şi F 
se numesc focarele elipsei, dreapta F'F se numeşte ava focală, distanţa d(F",F)= 
2c se numeşte distanța focală, iar segmentele [MF], LMF] se numesc razele 


focale ale punctului. M. 
Elipsa nu este o mulțime vidă deoarece cercul cu centrul în F şi de rază 


a taie mediatoarea segmentului [PF] in două puncte B’ gi B care aparţin lui 
E; de exemplu, d(B, F) + d(B, F") = 20 ( 8, PY = a. 

Dreapta F'F şi mediatoarea BB a segmentului [FF] sînt axe de simetrie 
pentru E, Fie F'FN B'B = (0). Punctul O este centru de simetrie. Fixăm 
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reperul cartezian (0; 1, j}, i = — 
ILOF || 


j=—— ca în figura 1V.8. Rezultă 
110.8 || 


¿Bl (=0c; 0), F(c, 0), 
B'(0, — Va2— ê), B(0, Va — e?). 


Teoremá. Punctul M (x, y) apar- 
tine elipsei E dacă şi numai dacă 


2, y 
a deal Pa = ga 02, 


Demonstraţie. Pentru orice punct M(x, y) din plan notăm d( M, F’) = p’, 
d( M, F) =p. Avem 
PEE O A A a , 
— p) = cx. 
le A LOA (e + eMe” — e) 
Deci 


lo" + p)(p' — p) = 4cx 


MELS> e” += 2 => * ela 


e”, pEla— c, a+c] p=4— > 
Astfel 
a (a E) 
MEES is Ey n 0 
12 a? a? — e? 


(0 04 y? = (a E) 
a 
Notind b? = a? — c2, ultima ecuaţie se transcrie 


2 
Y =. 


a: b? 
Astfel E =f M(x, y) | (z, y) e R?, e + £ = 1} sau mai scurt 
| a 


pe ip a tă y? A A 
Sen Je a 1. Ecuatia ES + m= 1, (x, y) e R?, se numeşte ecuația carte- 
ziană implicită a elipsei. Ea este echivalentă cu ecuațiile parametrice in R?, 
z =a cost 
| y =b sint, t E€ [0, 27), t = parametru, 
sau cu o ecuație 
F =a cos t i +bsintj,t E [0, 27) 


în V numită ecuația vectorială a elipsei. | 
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Considerăm elipsa E de ecuaţie 


| = VE 
a 


, 2E[—a, al. 


y => yei 
a 


e b 2 AA 
se > z E KA > E Mpa ; 
Ecuația y = — Va — a? reprezintă porţiunea din elipsă cuprinsă în semi- 


planul y.> 0, iar ecuaţia y = — — Vă — 2* reprezintă porţiunea din elipsă 
cuprinsă în semiplanul y < 0. Abat se numesc ecuații carteziene 
explicite. 

Axele de coordonate taie elipsa în punctele A'(—a, 0), A(a, 0), B' (0, —b) 
B(0, b) care se numesc virfurile elipsei, Segmentele [4'4], [B' B] sau distanţele 


É 
d(A”, A) = 2a, d(B', B) = 2b se numesc respectiv axa mare şi axa mică a 
elipsei. TAG a şi b se numesc semiaze. 


Dacă notăm cu E, gi Ez graficele funcţiilor EE 
Dra Di pa 
2 3 0 
s>- Va — g, t> = Vek 
a 
definite respectiv pe (—a, a), atunci se observá cá 


E =E, U ((—a, 0), (a, 0) UE, | 


si deci elipsa are alura din figura IV. 8. 
Luám Mo(xo, Yo) € Es. Tangenta în Mo la E, are ecuaţia Y — Yo = Yola — 


— Zo), E (—a, a), Yo> 0, unde o, 8, dn T = adică y — yo = 


a Ke G 
Q— ză 


A pad 

Ea (1 — zo), oE (—a, a), Yo>0. Analog, dacă Molto, Yo) E Ea, 

pentru tangenta la Ez în Mo găsim ecuaţia y — Yọ = — Pii (2 — z) 
a Yo ; 

2 E (—a, a), Yo < 0. Pe de altă parte, dreapta de ecuaţie v = —a este tangen- 


tă la Æ în virful (—a, 0), iar dreapta de ecuaţie z = a este tangentă la E în 
virful (a,.0). Ecuațiile 


ba za 
za Ata a YoF0; = a; t= q 


sint cazuri particulare ale ecuației 


(1) ELAT EUo | 


a? pi 


(dedublata ecuaţiei elipsei în punctul Mor, Y0)). În concluzie. elipsa E admite 
în liecare punct al său Mo(£o, Yo) o tangentă de ecuaţie (1). Dreapta care trece 
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Fig. IV. 9 Fig. IV. 10 


prin Me gi este perpendiculară pe tangentă se numeşte normala elipsei în 
punctul Mo (fig. IV. 9). 

Temă. Să se verifice că tangenta şi normala la elipsă în punctul My 
sint bisectoarele unghiurilor determinate de dreptele FM, si FM 


O elipsă are proprietatea că separă planul în două submaltimi diante 
(fig. 1V.10): interiorul lui £ notat a şi exteriorul lui E notat ext(1). Utili- 
zind funcţia f : R? > R, f(x, y) == + £ — 1, avem 
int(E) = (M(z, y) | f(x, y) < 03, E= Al 290) i fey) =0% 
ext R {M(x y |fe, y) >0} int(E)N ext(E)= Ø, int(E)U EU ext(E) = 
= p. Mai mult, mulțimile int(£) şi int (E) U E sint convexe gi contin centrul O 
si focarele F”, F. 


Construcţia elipsei prin puncte (fig. IV. 11). Erou beu că se dau axa mare [A'A 
de lungime 2a si axa mică [2'B] de lungime 2b. 

1) Fixám un punct O al planului drept mijlocul segmentelor perpendiculare [4'4] 
si [8'B]. 

2) Se ia în compas distanța a si cu centrul în B se descrie un arc de cerc care taie 
pe [4'4] în focarele F” şi F. 

3)Se consideră un număr de puncte 1, 2, 3, ...pe axa mare, 

4) Se ia in compas distanţa de la A’ 
la 4, apoi cu centrul în F” se trasează arce 
de cerc deasupra si dedesubtul axei mari. 

5) Se ia în compas distanţa dela A 
la 1; apoi cu centrul în / se trasează arce 
de cerc care intersectează arcele construite 
la 4). Astfel se obţin două puncte ale elip- 
sei de pe jumătatea din dreapta. 

6) Se repetă pașii 4), si 5) schimbind 5 
pe F’ cu F şi astfel se obțin două puncte 
ale elipsei siluate pe jumătatea din 
stinga. 

7) Se repetă paşii 4), 5), 6) folosind 
distanţele ce la A” la 2, de la A la 2,... 
pină cînd se precizează un număr suficient 
de puncte pentru a construi elipsa. 


Punctul M a fost construit folosind distanţele de la A’ la 4 si de la A la 4. 

Desigur trebuie să ținem seama de faptul că elipsa nu este „ascuţită“ în vecinătatea 
virfurilor iar tangenta în punctul M al elipsei este bisecloarea „exterioară“ a unghiurilor 
dreptelor MF” gi MF. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Se consideră punctele variabile A(«, 0), B(0, PB), astfel incit 
d(4, B) =6. 


Sá se gáseascá locul geometric al punctului M care imparte segmentul 

— > 
1 3 k : > 5 ai a E A 
AB în raportul E punindu-se în evidenţă ecuaţia carteziană implicită, 


ecuațiile parametrice gi ecuaţia vectorială. 


Solutie (fig. IV. 12). Fie M(x, y) si AM = > MB. Rezultă s = = y= E sl 0? 4 
+ B? = 36. 
2 2 
Eliminind parametrij a, B între aceste trei relaţii, obţinem elipsa E: 2 + E =1=0 


de semiaxe a = 4, b = 2 
Ecuațiile parametrice ale lui E sînt e = 4 cos t, y = 2 sin t, t e [0, 27), iar ecuaţia vec- 
torială a lui E este ș = 4 cos t i + 2 sin t j, t € [0, 27). 


2 
2. Se consideră triunghiurile de tipul M, M, M înscrise în elipsa E: = + 
- ES 


22 A 
añ a — 1 = 0, astfel încît centrele lor de greutate să coincidá cu centrul 


elipsei. 
Să se demonstreze că normalele la elipsă, duse prin virfurile triunghiului, 
sint concurente. 


a 
Solufie (fig. IV. 13). Fie Miles, ya), i = 1,2,3; M; = Es z i A —1=0 
Centrul de greutate G(zg, yg) are coordonatele sg La paz și sai an a~ Y + z +9, 


iar G = 0, implică za + £a + £ = 0 ṣi Y + Ya + Ya = 0. 


Ecuațiile tangentelor la elipsa E, în punctele M;(x;, yi) sint a + 


a 2 


Fig. IV. 12 Fig. 1V. 13 
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Ecuațiile normalelor în punctele Mi(a;, y) sint 
ayz — bay + (b? — a?)x,y, = 0. 
ayas — bixyy + (b — a?) aya = 0. 
atyya — bay + (b? — a?) azyz = 0. 
Aceste trei ecuaţii formează un sistem cu două necunoscute v, y, care este compatibil 
determinat deoarece avem 


Ay — ba, (b — Aa | 
| ay; — t 40, | ya — baza (b? — ajax, | = 
a 2/4 = bta | ays S dx, (l? es a?) £Y 
| Yi Tı Y1Y1 | 
= —a*b?(b? — a?) | Ya La Ta | = 0. 
Ya T3 TaY 3 


Rezultă că cele trei normale sînt concurente, 

Teme. 1) Utilizind ecuaţiile parametrice ale elipsei E să se verifice existența triunghiu- 
rilor de tipul M4,M,M,. 2) Tangentele la E duse prin M,, Ma, M, nu sînt concurente, De ce? 

3. Să se arate că: 

1) dintre toate triunghiurile avînd lungimea bazei şi perimetrul date, triunghiul isoscel 
are aria maximă; 

2) dintre toate triunghiurile avind lungimea bazei gi aria date, triunghiul isoscel are 
cel mai mic perimetru, 

Solutie (fig. IV. 14). 1) Considerăm punctele fixe A, B și un sistem cartezian de axe ca 
în figură. Triunghiul ABM are perimetrul constant dacă și numai dacă M aparţine elipsei 
de focare A şi B. Este evident că triunghiul cu cea mai mare înălţime are cea mai mare 
arie; aceasta are loc pentru M = C, adică în cazul cind ABC este un triunghi isoscel. 

2) Se fixează baza [AB] și lungimea înălţimii d(O, C}, unde O(0, 0), C(0, v), C'(0, —v). 
Orice punct N(x, y) din plan cu proprietăţile | y | = v; N Æ C, N 4 C' aparţine exte- 
riorului elipsei de focare A, B şi deci perimetrul triunghiului ABN este mai mare decît 
perimetrul triunghiului ABC. 

4. Considerăm planul complex. Fiecărui punct M, de afix w = u + iv 4 0 
i se asociază punctul P de afix z = al w -+ 3) a 

w 

1) Să se exprime coordonatele x si y ale punctului P în funcţie de modulul 
p şi argumentul a ale lui w. 

2) Să se arate că dacă M descrie cercul u? + v? = 72, r 1, atunci 
punctul P descrie o elipsă E. 


Să se calculeze distanţa fo- 
cală a elipsei. 

Solutie. 1) Dacă p este modulul, 
iar œ argumentul numărului complex 


w= u + iv, alunci w = p(cosa + 


nesine cuie A ar La 
w 
1 > A . 
= — (cos a — isin a), pe (0, 00), 
5 Fig. IV. 14 


Rezultă 


[w +5) + 0 tiy = | eteos a+ i sin a) 4 A (cos a —i sin «)] Sau œ = 
(3 


2) Pentru a demonstra că punctul P descrie o elipsă, dacă punctul M descrie cercul 
u? + v? = r°, r Æ 1, vom elimina parametrul œ între relaţiile care dau pe z şi y: 


A 1 [A] A 
æ = —į r 4+ — | cos a —— = 00820 
2 r (r2 +1) 
1 1 Lr?y2 > 
= p(n = sina Tu sin? g 
r (72 — 4)2 
2 2 
=» E: £ y 


Rezultă a= EA A eye = Y pia ju 
27 2r 2r 2r 


adică distanța focală este 2. 
Temă. Ce descrie punctul P dacă r = 1? 


§ 3. Hiperbola 


Fie c un număr real strict pozitiv şi F’, F două puncte fixate din plan ast- 
fel încît d(P', F) = 2c. 

Definitie. Pie a E (0, c). Multimoa H a punctelor M cu proprietatea 

|A(M, F') — d(M, F) | = 2a 
se numește hiporbolă. 

Punctele Æ și F se numesc focarele hiperbolei, dreapta PF se numeşte 
axa focală, distanţa d(F', F) = 2c se numește distanța focală, iar segmentele 
LUME], [MF] se numesc razele focale ale punctului M. 

Temă. Să se arate că hiperbola nu 
este mulțimea vidă. 

Dreapta FF și mediatoarea segmentului 
TUF sint axe de simetrie pentru H. Punctul 
lor comun O este centru de simetrie. Fixind 
reperul cartezian ca în figura 1V. 15 rezultă 
FU(—=c, 0), Fc, 0). 

Teooremá. Punctul M(x, y) aparține 
hiperbolez H dacă şi numai dacă 


a? 2 
ERA Da A E 
Fig. IV. 15 a 
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Demonstraţie. Pentru orice punct M(z, y) din plan notăm d(M, F') =p" 
şi d(M, F) =p. Avem, 


Pao 2 Ma ră E) Ia A 
(o (p' +) (p' — p) = kex. 
Punem H=H'UH”, unde H = (Me p |p — p' = 2a}, HS SIME 
Ep |? — p = 2a}. 


Rezultă 
> (p' + pp” — e) = 4cx 
M € H' e e — p= —2a, < 
pP E [e — a, co), p E [ce +a, oo), p'<p 
pi ga e 
a 
> , 2 E (—oo, A 
p=a- 2 
a 
(p' + ple” — p) = 4cx 
MEN” => Pci A <> 
p E [a +c, 00), pele — a, 00) 
P'>p 
E ca? 
e si A ea 
<> , TELA, 00), 
p=—a += 
Deci : 


[oro (a+ E) A, 
MEXH=H'UH"=) DUO E o 


e oprea fa ea 
Notind b? = c2 — a?, ultima ecuaţie se transcrie 
= 
Astfel, H = [uta y)| (z, ye R, —* = 1) sau mai scurt ma 


Ural A y = ; ea 
> 1. Ecuatia a 1, (x, y) € R?, se numeşte ecuația carieziană 


implicită a hiperbolei. Axa Oz taie hiperbola H în punctele (—a,0), (4,0) numite 
virfurile hiperbolei. De aceea axa Oz se numeşte axa transversă a hiperbolei. 
Axa Oy nu intersectează pe H (axă netransversá). Folosind functia cosinus 


A . l AN o . > ă 
hiperbolic, ch: R > R, chi =£ tet si funcția sinus hiperbolic, sh: R > R 


, 


el — et a > 5 
sh! = z ~: care satisfac identitatea ch% — sh% = 1 ajungem la ur- 


A 
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y FE, ga 2 că 
mătoarele concluzii: ramura H’ Bomba eS =1, x < —a, are ecuațiile pa- 
a 


rametrice x = acht, y =bsht, ¿€ R echivalente cu ecuaţia vectorială F = 
= — achti + bshtj, te R; ramura H" : 7- — = 1, >a are ecuaţiile 

a i 
parametrice y = acht, y = bsht, tE R echivalente cu ecuația vectorială 
F = achti + bshtj, tE R. 


Fie hiperbola A de ecuaţie 


= Vad 
a 
= 4<] sau , TE (—00, —a]U[a, 00) 
ym Ea 
a 


El y? 


A b EA SA a . A y SA 
Ecuația y =— |x? — a? reprezintă porţiunea din hiperbolă cuprinsă în 
a 


E d/a aia : a 

semiplanul y > 0, iar ecuaţia y = — — |/ 2? — a? reprezintă portiunea din 
. a 

hiperbolă cuprinsă în semiplanul y < 0. Acestea se numesc ecuații carte- 

ziene explicite. 


Dacă notăm cu H, si Ha graficele funcţiilor derivabile 


b EN 
z> — V= a, a 
a 


definite respectiv pe (—oo, —a) U (a, co), atunci se observă că 


H = H,U ((—a, 0), (a, 0)) U He. 


b A = A E 
Dreptele de pante + — care trec prin origine sint drepte care nu taie 
a 
hiperbola. Acestea se numesc asimplotele hiperbolei H. Ecuația reuniunii 


i a 2 
asimptotelor este =- — na =/0, 
a 2 


Fie Mo(zo, Yo) € H. Ca şi la elipsă se dovedeşte (temă!) că hiperbola JI are 
în fiecare punct Mo o tangentă de ecuaţie 


AE A 4 


a? ba 
P (dedublata ecuației  hiperbolei in punctul 
Mo(ao Yo)). Perpendiculara pe tangentă în 
punctul M, se numeşte normala hiperbolei în 
punctul Mo (fig. IV. 16). 
Discutia precedentă arată că hiperbola H 
Fig. IV. 16 are alura din figura IV. 15. 
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Tem ă. Sá se arate că tangenta $1 normala la hiperbolá in punctul M, 
sint bisectoarele unghiurilor determinate de dreplele H Mo şi FM. 

O hiperbolá are proprietatea că separă planul in două submultimi dis- 
juncte (fig. IV. 17): interiorul lui H notat int(H)si exteriorul lui H notat, 
ext(ĦM). Utilizind funcţia f: R? > R, f(x, y) = ora en — 1 avem int(41) = 

us yo 
= (M(z, y |fe, y) > 0}, H ={M(z, if y =0), ext) = 
= Me, y) | f(z, y) <0}, inu) N ext(H) = Ø, int(H) UH U ext(H) = p, 
int(H) = int(4”) U int( H”), int(7) N int(4”) = Ø. 
Multimea ext(4f) conţine centrul O. Mulțimea int(H) conţine focarele ¿”gi V. 


T 


Constructia hiperbolei prin puncte (fig. IN. 18). Presupunem că se dau focarele 2, F şi 
numărul 2a = | d(M, E) — d(M, F) | cuprins între zero si distanța focală d(7%, F) 


1) Fie O mijlocul segmentului [704] 
si [4/4] segmentul de lungime 2a cu mij- 
locul în O, Evident 4% A sìnt puncte 
ale hiperbolei. 

2) Se construieşte o semidreaptá [DC, 
unde [DC] este un segment congruent cu 
LA 4]. Pe această semidreaplă se fixează 


punctele 1, 2, 3,... 


3) Se ia în compas distanța de la D 
la 1 si cu virful compasului în F se trasea- 
ză două arce de cere deasupra si de- 
desubtul axei focale. 


4) Seia în compas distanţa dela C la 
1 și cu virful compasului in F’ se Lrasează 
arce de cerc care intersectează arcele con- 
struile Ja 3). Intersecţiile acestor arce dau 
dovă puncte ale hiperbolei pe ramura 
din stinga, 
(D,O)=d4A/A) 


5) Se vepelă paşii 3) si 4) schimbind 3 $ A Ets 
F cu F“ si astfel se obțin două puncte ale ei 2 
hiperbolei pe ramura din dreapta, Fig. IV. 18 


4 — Matematică — Geometrie analitică cl. a XI-a 


6) Se repetă pașii 3), 4), 5) folosind distanțele de la D la 2, de la C la 2,... pînă cind 
se precizează un număr suficient de puncte pentru a putea trasa biperbola. 
Pentru desenarea efectivă se poate fine seama si de faptul că hiperbola nu este „ascu- 


titi“ în vecinătatea virfurilor, ia» tangenta în punctul AZ al hiperbolei este bisectoarea 


„interioară“ a unghiurilor dreptelor MP” si MP. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Se dá hiperbola H: 2%? — 5y? — 10 = 0. 

1) Să se determine virlurile şi asimptotele lui H. 

2) Să se serie ecuaţiile parametrice respectiv vectoriale ale ramurilor hui 77. 
3) Să se găsească ecuaţia tangentei şi ecuaţia normalei in punctul de coor- 


donate (1/10, y2). 


y3 2 
Solutie. 1) Scriem ecuaţia lui A sub forma — == Y — 1 =0, Rezullă a? = 5, b2=2 
o VA 


si doci a =/5, b =//2. Virfurile lui Æ sint A’ (— 7/5, 0), A(Y 5, 0). Relația e? = 
= a? + b? dă c2 = 7 si deci focarele sint P(—/7, 0), 7(y/7. 0). 


2 


Reuniunea asimptotelor lui M ave ecuaţia 222 — 5y? = 0. Explicit cele două asimptote 


2 2 
an respectiv ecuaţiile y = y Lt, y: y i 
5 5 


2) Ramura din semiplanul z>//5 are ecuaţiile parametrice «=Y/5 ch t, y = 
=V? sh tt teR şi ecuaţia vectorială ș =/5 ch ti + 1/2 sh tj. 
y 


3) Ecuația carteziană a tangentei se obţine prin dedublare: 2/10 2 — 5/2 y — 
DĂ 


(x — 1/10)» 


— 10 = 0. Rezultă ecuaţia normalei: y — Y 2 


2. Pe axa Ox a reperului cartezian sOy se iau punctele M si N astfel 
incit produsul absciselor lor să fie constanta a? Prin M si N se due două 


3 7 EE Qe : : F a b aai ¿ 
drepte MP si NP, avind coeficienții unghiulari egali respectiv cu = ṣi — 2, 
4 a 
a, b E (0, +00). 
Să se afle locul geometric al punctului P. 
Solujie. Fie M(«, 0), N(B, 0), «, B ER, aß = a? (1). Rezultă MP: y = i (a — a) 
a 


(2); NP: y = — t (o — 8) (3). 


Pentru a scrie ecuația carteziană a locului geometric descris de punctul P, vom elimina 
parametrii « si 6, între relațiile (1), (2), (3). 


Ecuațiile (2) şi (3) se mai pot scrie astfel y — — x = — — a, Y + == 
a a d 


Înmulţind aceste două ecuaţii membru cu membru si tinind cont de relația (1), obținem 
ecuația unei hiperbole 


B. 


= 
~ 
z a~ 
alo 
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3. Se dau punctele A(1, 0), B(0, 1) si 
C(0, —1). O dreaptă variabilă d ce trece prin 
origine taie pe AB în P si pe AC în Q. 

Se cer: 

1) coordonatele mijlocului M al segmen- 
tului PQ, 

2) locul geometric al lui JM cînd dreapta 
d se rotește în jurul lui O, 

3) să se determine dreapta d astfel incit 


dO, A) =d(M, A). 


Solutie (tig. IV. 19). Avem AB: x + y — 1 = 0, AC: x — y — 1 = 0,d: ax + by =0. 


fa , A b PA: 
Astfel pentru a — b Æ 0 găsim P ci E şi Q e pa pentru 
a—b a—b a+b a+b 


a + b. Coordonatele lui JZ sînt 


b ab | 
y 


aa? 2 dă 
q—b a2—b 


2) Presupunem că a şi b sint variabili. Prin eliminarea lui a şi b, între relaţiile pre- 
cedente, găsim ecuația carteziană a locului geometric descris de M gi anume z? — y? — a = 0. 
Această ecuaţie se poale transcrie in forma 


ia 


$ 1 a z 
Astfel ea reprezintă o hiperbolá cu centrul în punctul F $ o) „cn virfurile A(1, 0), 


O(0, 0) si cu asimptotele de ecuaţii 2x — 2y — 1 = 0,24 + 2y — 1 = 0. 


1,2 2 3 
3) Din d(O, A) = d(M, A) rezultă ( a — 1) + (El = 1 sau pi =— 


b — a a? — b? 
— 3ab* = 0. Valoarea b = 0 nu convine problemei. Rámine b? = 3a? adică b = +a 3. 
rm EH 
. SÁ 7 . . . E DT 
Astfel obţinem două drepte care fac cu Oz respectiv unghiurile E și e 
D O 


4. Se consideră dreptele dm: (m? + 4)e + 2my + 1 — m’ = 0, mE R. 

1) Există trei drepte distincte dm, dm, dm, care trec printr-un punct dat 
al planului? 

2) Cite drepte dm trec printr-un punct dat al planului? 


Solutie. 1) Fie 


(má + 1) + 2my + 11m =0, 

m3 + Ya + 2my +1 — mă = 0, 
Y 

(má + i)e + 2my + 1 —m3 = 0 


sistemul formal cu ecuaţiile celor trei drepte distincte dm,, dm., dm, 
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Deoarece 
yae 2 
mt 2m A= m 
| 2 rE pret) 
¡ma -+ 1 2Ma 1 — m į = 
| > 
¡m3 +1 2m, 1 — m3 
2 
mo m A | 
Y li 
=2|m m, 1|= 
2 | 
m Mi; 1 
= (mı — Ma) (Mi — m) (ma — My) FO 


(determinant Vandermonde), nu există (voi 
drepte distincte concurente. 

2) Se observă că dm: m?(e — 1) + 2my + 
+2+1=0, Fies = 1; alunci ecuaţia în m 
este de gradul unu, my + 1 = 0. De aceea 
prin fiecare pune de coordonate (1,4), y 40 
trece ossingurá dreaptă dm, iar prin punclul de coordonate (1, 0) nu trece nici o dreaptă dy. 

Fie x Æ 1. Ecuația de gradul doi în m are soluţii reale numai dacă a? — y? — 1< 0. 
Dar ecuaţia 4 — y? — 1 = 0 reprezintă o hiperbolà 17. Astfel prin fiecare punet altui 4 
diferit de punctul de coordonate (1, 0) trece o singură dreaptă dim, prin fiecare punct al 
regiunii ext (17) — {(1, y), y # 0} trec două drepte dislinele, iar prin fiecare punct al regi- 
unii int (77) nu trece nici o dreaptă. 

Evident a doua întrebare o conține pe prima. 


Comentariu (fig. IV. 20). 1) Dreptele dm, m = +1, sînt asimplotele hiperbolei 17. 
s KE 2 TE y 
2) Fie Mo(zo Ya) e H, adică m — yò — 1 = 0, şi are — Yyy — 1 = 0 ecuația tan- 
; A 2 2 T Si ; k T 
gentei la H în punctul Me. Deoarece a) — yo — 1 = 0 dacă si numai dacă —— — = 
ml 
—2 —1 i a N 
aa -. Ym Æ 4-1 rezultă că toate drepsele dm, m Æ +1 sint langente la EL, 
2m | — m? is 


5, Raportám planul la reperul cartezian x0y și considerăm dreptele 7: 
s+ y= 0, k: 2 — y =0. Să se găsească distanţele de la punctul (23. Yo) 


la dreptele » şi k. În ipoteza 23 — y} = 1, să se calculeze limitele acestor 
distante pentru a, > oo. 
Vaz ME 
Solutie Se obţine d(M,; h) = i a Yo! o A E lt — del, 
V/2 12 
Relaţia a% — yo = 1 se lranserie y, = + Y a — t Rezultă 
lmt Vaal 
lină aM 10) = Ali ari e ae e Sg re UE cer 
Xy > +0 Ny ++ so V2 
: TV ză == A 
lim d(M,; h) = lim E -V ab | iu Ea ez E = 0, 
amo ahoo 2 sote 2 a V agal 
gr Vii 
lim d(M,; h) = lim Lo + | DE A] = lim ST E —= 0, 
NM Ny>)—0 V2 XD V O) ja e Va E | 
lim d(M,; h) = lim la - = 00.' 


Xo — 0o va 


Analog se calculează și lim d(1Z,; k). 


Noro 
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$ 4. Parabola 


Fie h o dreaptă din plan şi F un punct care nu aparţine lui %. 


Definiţie. Mulțimea P a punctelor M eu proprietatea 
d(AL; h) = d(M, £) 


se numeşte parabolă. 


Punctul F se numeşte focarul parabolei, iar dreapta h se numeşte direcloa- 
rea parabolei. Parabola nu este vidă: fie B E h, un punct fixat, fie Æ perpen- 
diculara în B pe k şi l mediatoarea segmentului [BF]; notind {M} =£N 1 
rezultă M € P. 

Fie A proiecția lui F pe k. Dreapta AP este axă de simetrie pentru para- 
bola P. Numărul p = d(4, 1) >0 se numeşte parametrul parabolei. Notind 
cu O mijlocul segmentului [AF] si alegind reperul cartezian 10; î, J} ca în 
figura 21 „avem 


Peoremă. Punctul M(x, y) apartine parabolei P dacă si numai dacă 
: jiu i Y $ 
y? = 2pu. 


Demonstraţie. MEP <> d(M; h) = UM, F) o AM; h) = UM, 1) = 


A A A 2 2 tă 
(a a by = (a 5 =>" E 


9 


Deci P = {M(x y) | (2, y) € R?, y? = 2pr} sau P: y? = 2pa. Ecuația 
y? = 2px, (2, y) e R?, se numeşte ecuația carteziană implicită a parabolei. 
Aceasta este echivalentă cu ecudțiile parametrice 
[2 
i a 
2p 
Yy=t, 1ER 
sau cu ecuația vectorială 
pie TER 
a UL bir Emi 
=p 
Axa Oe taie parabola în punctul O(0. 0) 
numit virful parabolei. De aceea Ox se numes- 
te axă iransversă. Axa Oy este nelransversă. 
Fie parabola P de ecuaţie 


y = Y 2px 
y = 2px, 2>0=( sau AOS 
y =—Y 2pu Fig. IV. 21 
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Ecuația y = |/ 2px reprezintă porţiunea din parabolă cuprinsă în primul 
cadran, a > 0, y > 0, iar ecuaţia y ='— |/2px reprezintă porţiunea din 
parabolă cuprinsă în cadranul patru, æ > 0, y <0. Acestea se numesc 
ecuații carteziene explicile. 

Dacă notăm cu P, şi Pa graficele funcţiilor derivabile 


2 — V 2pzx, iS V 2pz 
definite respectiv pe (0, oo), atunci se observă că 
PEPA (OSO) PUES 

si deci parabola are alura din figura 1V. 21. 

Vie Mto Yo) € P. Împrumutind procedeul de la elipsă se poate arăta 
(temă!) că parabola P are în fiecare punct M, o tangentă de ecuaţie 

Yo = P(X + To) 

(dedublata ecuaţiei parabolei în punctul M¿(2%),, Yo). Dreapta care trece prin 
Mo şi este perpendiculară pe tangentă se numeşte normala parabolei in punctul 
Mo, (fig. IV. 22). 

Temă. Fie Mo(2o Yo) E P, fie B proiecția lui M pe directoarea h gi F 
focarul lui P. Să se verifice următoarele proprietăţi: 
1) Tangenta la P in M, este mediatoarea -segmentului [BF]. 

E A AR 
2) Tangenta la P în M, este bisectoarea unghiului (MF, 14,8). 
3) Proiectia ortogonalá a focarului pe tangentă in Mọ aparține tangentei 
virf. 
4) Simetricul focarului în raport cu tangenta în M, aparţine directoarei. 
Parabola P imparte planul în două submultimi disjuncte (fig. IV. 23): 
interiorul lui P notat int(P) şi exteriorul lui P notat ext(P). Acestea pot fi 
caracterizate cu ajutorul funcției f: R? > R, f(s, y) = y? — 2px. Anume 
int(P) = (Mío, y) fía, y <h P= Ma ye y) =0), ext(P)= 
= (e, y) | f(x, y) > 0}. 
mt(P) O ext(P) = Y, imt(P) U P U ext(P) = p 

Mulbimaile int(P) si int(P) U P sint convexe şi conţin focarul F. Directoarea 
parabolei este conținută în ext(P). i 


XN 


——— 


Fig. 1V. 22 


Construcţia parabolei prin puncte (fig. IN, 24). Presupunem că se dau focarul F si 
directoarea h. 

1) Se localizează focarul F sj directoarea h. 

2) Se desenează dreptele J, 2, 3,... paralele cu directoarea. 

3) Sea în compas distanța de la directoarea h la dreapla 1. Cu virful compasului 
în focar, se trasează două arce de cerc care intersecleazá dreapta 1. Aslfel se obţin două 
puncte ale parabolei. 

4) Se repetă pasul 3) pentru dreptele 2,3,... 

5) După determinarea unui număr suficient de puncte, se desenează parabola finin- 
du-se seamă că virtul O este la jumătatea distanței dintre h si F, iar tangenta în fiecare 


a ASS 
punct AM de pe parabolă este bisectoarea unghiului PMB, 


PROBLEME REZOLVATE 


|. Într-un reper cartezian 20y se dau punctul A(1,0) şi d reapta 
AL + 1 =0. 

1) Să se găsească ecuaţia cercurilor € care tree prin A si cu centrele pe 
dreapta d. 

2) Un cere C taie dreapta d în punctele P și Q. Tangentele la C în P şi Q 
intilnesc tangenta la C ìn A respectiv în punctele M gi N. Sá se găsească 
locul geometric al punctelor A si N. 

iSoluţie (Sig. IV. 25). Fie R(—1, A), AER, centrul cercului variabil C. Raza acestui 
cere esto A(R, A) = V 4 F 72. Rozultă Ca : (x + 12 + (y — Aa, eR. Raza 
minimă a cercurilor CA este 2 si se obține pentru à = 0. 

2) Se observă că d(1Z, A) = d(M, P), d(N, A) = A(N, Q), MP La, NQ | d. Deci 
A(M, A) = d(M; d), d(N, A) = d(N; d), adică M şi N aparţin parabolei de focar 4 si 
directoare d. Se observă însă că virful parabolei nu convine problemei. 

Notă, Rezolvarea pur analitică a acestei probleme cere prea multe calcule si precuuţii. 


2. Prin focarul F al unei parabole P: y? = 2px se due două drepte va- 
riabile perpendiculare, care intersectează directoarea parabolei în punctele 
M, şi M, Paralele duse prin M, si M, la axa parabolei taie curba P în 


punctele N, și Wa. Să se arate că punctele N, Va si F sint coliniare. 


2 


Fig. TV. 25 


A 


Solutie (fig. IV. 26). Focarul parabolei P: y? = 2px 


este punctul # le > o), iar direclonrei A îi corespunde 
9 
ecuația s= — P Mie dreplele perpendiculare d: y = 
9 
| 
= me — Y - (eE , u meR— {0} 
z m 2 
E E Le 
y = m E 3 ) 
SI = ADH => => 
g= 2 
2 
P 
Fig. TV. 26 ii anf- aT m). 


¿ y , 
= 8 Nh > > u[ Da al 
ó Li 
| Tie, 
2 
Paralelele duse prin 37, sí M, la axa parabolei au respectiv ecuațiile y = —pm şi 
y = LP. Coordonatele punctelor N, si N, sint soluțiile următoarelor sisleme de ecuaţii 
m 
a E app 
| j> = 2pæ . 
si 
d P 
= —pm AS 
y En m 


Rezolvind aceste sisleme, obținem 


a ipm e D ) 
N, m >» =mMmpl, Na A , de . 
2 
2 2m2 m 


Coordonatele punctelor N,. Wa si F verifică condiția de coliniaritale a irei puncte, adică 


| A ES mp 1 | | me —m 1 
9 | | 
ide o 
mE A EE p i E 
| 2m? m | 2 me m | 2 
| | | | 
| Ze Aral A oi AR] 
2 | | | 
3. Fie parabola P: y? = 4ax cu directoarea h: 2 = —d. Se consideră o 


pereche de tangente la parabolă, perpendiculare între ele, şi se notează cu M 
punctul lor de intersecţie. Sá se arate că dacă punctele de tangenţă descriu 
parabola, atunci h = {M}. 

Solutie. Inchuziunea (M( S h se arată fără dificultate: tangentele la P în punctele 
(at?, 2at), (as?, 2as) au ecuaţiile yt = s + af, ys = 2 + us?, sint perpendiculare numai 
dacă st = —1, si deci se intersectează într-un punct de abscisá æ = ast = —4. 
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Pentru he {M} trebuie să arătăm că dacă N eh alunci (1) exislă exact două tan- 
gente la parabolă ce trec prin N si (2) ele sint perpendiculare: punctul N(—a, 7) se allá 
pe o tangentă => 3 e R astfel încît at? — rt — a = 0; deoarece a #0 sir? + 4a? >O 
există două astfel de numere (deci (1) este dovedită) al căror produs este —1 (deci (2) esle 
dovedită). 

Relatiile {M} < h, h.< {MW} sînt echivalente cu M = h. 

Notă. Problema precedentă putea fi formulată astfel: să se găsească Jocul geometrie al 
puncteior din care se pot duce tangente la parabola P, perpendiculare între ele. Am prefe- 
vul insă enunţul inițial pentru a pune încă o dată în evidenţă faptul că determinarea locuri- 
lor geometrice impune dovedirea a două incluziuni, 


+. Să se arate că trei tangente distincte la parabola P : y? = 2px determină 
un triunghi al cărui ortocentru aparține directoarei parabolei. 


Solutie. Fie parabola P: y? = 2px si trei punele diferite Tife; yi), i = 1,2, 3, siluale 
pe parabola P, deci y? = 2pm;, i = 1, 2, 3. 
Y; , 


Ecuațiile celor krei tangente sìnt 
dı: px — 2yy + y? = 0, 
dy: 2px — “yy + y3 = 0 
dy: 2px — 2y + y = 0. 

Ecuația înălțimii triunghiului, corespunzătoare laturii d, este 


2pyit + 2p°y — Pola + Ys) — YYA, = 0. 


Intersectind această înălțime eu directoarea h: += — 2, obținem punctul A, de 
DA 
coordonate 
pi = pa Pata Pl + ya Tya) 
4 si E 3 


Ordonata y a punctului M, fiind o expresie simetrică în Y,. Ya, Ya, rezultă că orlocen- 
trul triunghiului MMM, este situat pe directoarea A. 


5. Se dá familia de funcții fa: R—R, fala) =L a” 


+ ax, unde a este un 


parametru real, Sá se determine multimea tuturor punctelor critice ale func- 
tiilor fe Sá se stabilească tipul punctelor critice, 


dfa 


Solujie. Deoarece —— (2) = 2? + a, mulțimea căulată este parabola P: «2? + a= 0 
de 
din planul z0a (fig. IV. 27). Pe de altă parte observăm că 


dif 3 
HE a) = 2x. De aceea punctele de abscise 2 = — 
da? < 


— = a< 0 sînt punele de maxim, punctul © = 0 
este un punct de inflexiune, iar punctele de abscise 
=y — a> 0 sint punete de minim. Varian- 
tele pentro  graficele funetillor fy sint date în 
figura IV. 28. 
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fa | fa 
mn, rt pre tia a Si 
| Y x K 
2=0 2=0 2>0 


$ 5. Conice 


Curbele de intersecţie dintre un con de rotație de axă h si generato 
Sînt de următoarele tipuri (fig. IV. 20): 
1) cere sau punct, dacă pf h; 


arca g cu un plan p 


$ 1 A N 
2) elipsă sau punct, dacă (p, h) > la h); 

i ~ E 
3) parabolă sau pereche de drepte confundate, dacă (p; 2) = (2, A); 


pr 


A ON > 
4) hiperbolă sau pereche de drepte, dacă 0° < (p; 4) < (e. h). 


Toate aceste cnrbe poartă numele de conice si sînt, caracterizate prin ecuaţii de gradul 
doi în æ şi y, unde (a, y) e R?, De aceea apare natural să se pună problema generală a 
cercelárii mulțimilor de punete, din plan, ale căror coordonate consliluie s 
ecuaţii de gradul doi In Re, 


Pie funcţia polinomială 


oluţiile unei 


6: R—R, g(x, y) = auz y 20209 +- azy? A 24398 + 24204 + Con. 
2 3 2 
aji + día + as Æ 0. 


Detiniţie, Mulţ'mea 


T = (Ma y) | (z, y ers glz, y) = 0) 


se numeste curbă algebrică de ordinul al doilea sau conică. Pe scurt se notează Y: g(x, y)=0. 


Je nli? 7 pir Aa 
Teoiemá. MDiluimea I este congruentá cu una dintre multimile din figura IV. 20. 


Demonstraţie, Subliniem că enunţul teoremei este echivalent cu fiecare dintre afirma» 
tile următoare: 


a y £ nerhols e ra02 
1) F este fie un cero (fig. 1V.30.1), o elipsă (fig IV. 30.2), o hiperbolă (fig. IV. 30.3), 
o parabolă (fig. IV. 30.4), o reuniune de drepte (fig. UV. 30.5, 6, 7), o mulțime care conține 
un singur punct (fig. IV. 30,8), lie mulțimea vidă (tig. IV. 30.9). 
2) orice ecuaţie de tipul g(x, y) = 0 poate li redusă ia una dintre ecuațiile canonice 
scrise în figura IV. 30. 


a ; A A fa ei De 
Cazul cînd I reprezintă un cerc (4, = 0, 411 = ap» Æ 0) este cunoscut din $1. T 


7 


altfel cercul poate fi privit ca o elipsă particulará. De aceea acest caz este lăsat deoparte, 


Notăm 
[dy aya 0 
aa e] P 
ô = [5 A = | ao Go Ao 
| | 
Qia G22] 
| aio Go To 
: : oste echivalentă e 
a) Presupunem a = 0. Dacă 8 Æ 0, atunci ecuația glo, y) = 0 este echivalență cu 
Pasat. a A 
anle + -| + azz E Je a e za SS 0 
Gu ag 9 
și translafia 
a UE 
Si = pr y'= yt 
dit Aag 


” 
ptos 0 
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b-tac=0 b? -2c >l 


Fig. 1V. 31 


justifică leorema. Dacă 5 = 0, de exemplu ayı = O, &a Æ 0, atunci ccuația g(a, y) = 0 
este echivalentă cu 
o 2 2 
Zar Y, ha?’ 
(oa ( 13 ) E awt + agp — — = 
Aa Usa 


si feorema devine evidentă. 
b) Dacă a 4 0, atunci unghiul 0 determinat de ecuaţia (ayı — as) sin 20 = 2414 
cos 20, 0 e [0,2x), delerminá o rotatie în plan 
a f==wW cos 0 — y sin 0, 
CS 
l y = x sin 0 + y” cos 0 


, 


astfel incit în ecuaţia g'(x’, y) = (g0 &) (2, y) = 0 coeficientul produsului 277 se anulează. 
Intr-adevăr, coeficientul respectiv este 2a19 = (03 — dyyJsin 20 + 20,9cos 20. Astfel 
cazul aa Æ 0 se reduce la cazul ap = 0. 
Cazuri particulare 
1) Fie trinomul de gradul al doilea f : R > R,f(2) = ax? + ba +e, a #0. 
3 


Graficul G(f) are ecuaţia cartezianá explicită y = aa? -- bg + e. Acest gratie 


este o parabolă (fig. IV. 31, a >0) cu axa lransversá paralelă cu Oy şi cu 


virful 
b b? — hac 
a n e A 
2a 4a 


` 
: a la A EEEE, - y 
2) Mulțimea de ecuaţie — — E 1 este o hiperbolă cu Oy ca axă 
as id 

transversá si Ox ca axă netransversă avind aceleaşi asimptote cu hiperbola de 
A a za y’ $ 
ecuație — 2 = 1. Aceste două 

as yA 


hiperbole se numese conjugale una 
alteia (fig. TV. 32). 

3) Hiperbola de ecuație g? — 
— y" = a? se numeşte hiperbolă echi- 
laterá. Asimptotele acestei hiperbole 
sint bisectoarele axelor de coor- 
donate, 


Y=—28Y= 
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Son e | 1 , , 
Fie conica F: ay = m2. Rotatia @ : x (x — y’), y =~ (x +y’) 


il 

E 
pune in evidenţă că T este o hiperbolá echilateră de ecuaţie canonică 1% — 
— y? = 2m?. Asimptotele lui I sint axele de coordonate Ox si Oy, iar axele 
de simetrie sint bisectoarele axelor de coordonate (fig. TV. 33). 

Definiţia comună a elipsei, hiperbolei sí parabolei. Fie F un punct fix numil focar, R 

o dreaptă fixă care nu trece prin F, numită directoare, şi e e (0,00) un număr numit eacen- 
inicitale. Locul geometric al punctelor M-cu proprietatea 


dar. E) 


d(M; h) 


este o elipsă în cazul e e (0, 1), o parabolă pentru e = 1 sau o hiperbolă în cazul e e (1, 00). 
„Să explicităm cazul e e (0, 1). Pentru simplilicarea calculelor fixăm reperul cartezian, 

astfel incit Oz să fie perpendiculară pe h şi F = O (fig. IV. 34). Deci F(0, 0), hi = a >0. 

Dacă M are coordonatele (v, y), atunci relaţia precedentă este echivalentă cu ecuația 


yy = ele — a)’, 


sau allfel scris 


+ r : 


Aceasta împreună cu Lranslatia definită prin a” = «+ —, y'= y pun în evidenţă că în 


cazul e e (0, 1) locul geometric este o elipsă. 


Cazul parabolei a lost prezentat în $4, iar cazul e e (1, co) se traleazá după modelul 
precedent . 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Să se determine locul geometric al punctelor de intersecție a parabolelor 


o : 3 E UR oT e ari 
de ecuații y == a? — 7 Me +m? +m, y = 2 *— ri px-4-p*+p, dacă — + 
7 m 
1 4 
== 
P mp 
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Solufie. Pentru găsirea ecuaţiei carteziene a locului geometric trebuie să eliminăm 
parametrii m şi p între următoarele ecuaţii 


y = a ne + m? -+ m, 
A 3 a 
A E 
1 1 (i 


m P mp 


Scăzind primele două egalități, obtinem 


[pompa (p—m)=0. 


Dacă p = m, atunci din ultima ecuaţie deducem m? — 2m — 1 = 0 sau Mpi = mE Vă; 
Ș $ da ; 3 

locul geometrie căutat este reuniunea parabolelor de ecuaţii y = a? — — Myat + 
2 


AERP] 
+ mi, + ms 
3 
Dacă > z= m + p + 1,atunci y = x? — mp. Transcriind ultima ecuație în forma 


alma . a 3 a 
m + p 1 = mp şi eliminind pe m + p + 1 gi mp, găsim ecuaţia 2 a = z? — y, care 
9 


SETA F 3 A 5 9 
reprezintă o parabolă cu axa x = —, şi tangenta în virf y = —— 
4 


16 
2. Să se traseze graficele următoarelor funcţii 


1)f,:D,>R, f(x) = Vo FL 


2) fs : Da > B, fa) = VUF aA 6 a), 
3) fa: Da > R, fa(2) = = Vx? 232 ga 


Solutie. 


Dı =[—1, + 00), y = fila) 
este ecuația graficului. Echivalenfa 
y =V + ieyt = s41, 2e[—1, +00), 
y =[0, +00), 


arată că graficul lui f, este arcul de parabolă din 
figura IV. 35. 


2) Da =[—1, 5], y = fale) ecuaţia graficului. 
Echivalenta 


Fig, IV. 35 
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y 
1 
Li 
1 
i 
Ato __4C(20) 
A 
Sa i K 
` ! Ka 


a ua lin 


4 
Fig. 1V.-36 


4 oo: 
æy = 7; [9 — (a — 2), x e[—1, 5), 


. P n 2)? y? 
y € [0, qe LA SF aa 
y 4 


ze [—1, 5], y el0, 2]aralá că graficul 
lui fẹ este aveul de eclipsă din figura 1V. 36. 


SPD (Eco “Mea, os): 
y = fal) ecuația graficului. Echiva- 
lenta y = = MAA 3 pe 

Li 

9 
= — [lu — 1)? — 4], x € l—o, —1]U 

16 

e — 1)? 
U[3, +00), y e [0 200) ee (22 E 
4 
So =4, 2.6 (=0, —4JU[8, co), 


y e [0, co) pune in evidență că graficul 
lui fa este o parte dintr-o hiperbolă 


(fig. 1V. 37). Fig. IV. 37 


$ 6. Intersecţia dintre o dreaptă si o conică 
Fie dreapta d: z = to + üt, Y = Yo + Ut, tER si conica T: g(x, y) =0. 


Teoremá. Intersecţia 


d N T = {M(x, y) | (2, y ER? x = tg + Ut, Y = Yot tt, 1ER, g(x, y) = 
= 0! este caracterizată de rădăcinile în R ale ecuației 


Polu, 9) + UUgx, H Vf) + El To, Yo) = 0, 
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unde 


o(1, v) = aa? + 2a,puv + 


Ra 
tg 
= 
ra] 


En, = 201179 + doo + tu) 
En = (aizto + Goy + Up): 
Demonstratie. 1) Fie o(u, v) 4 0. Ecuația 


in t este de gradul doi și are discriminantul 


q = (Uge, + VEn) — Ap(u, v)g(To, Yo). Dacă 
Fig. 1V. 38 q >0, atunci ecuaţia în 1 are două rădăcini 
reale distincte 7,, ta și decid N T = {Mn Mol 


Dacă q = 0, atunci ecuaţia in t are două rădăcini reale egale ir a hui 
acest caz d N P = (M,), iar dreapta d se numeşte tangentă la D în punctul M, 
Evident, din orice punct Molto Yo) se pot duce cel mult două tangente la P 
(fig. IV. 38). Ìn particular, cind Molto Yo) E T, adică (£o Yo) = 0, Si Zx, Sn 
nu se anulează simultan, observăm că tangenta la P in punctul Molto Yo) 
are ecuaţia (fig. IV. 4, 9, 16, 22) 


(£ — 20), F (Y — You, =0, 


(dedublata ecuaţiei conicei în punctul Mito Yo)). Dreapta care trece prin 
Milo EOS > E : ; A i 
Alto Yo), si este perpendiculară pe tangentă, se numește normala lui T în 
punctul M, (fig. TV. 4, 9, 16, 22). Ea are ecuaţia 


(7 — Lol — (Y — Yolgx, =0- 


Dacă y < 0, abunci ecuaţia in ¿nu are soluţii si deci d N T = Ø. 

2) Fie (x, v) = 0. Ecuația in £ este de eradul întii. Dacă Ugx, + Un 0, 
atunci avem o soluţie unică t, si deci d N T = (M7,). Dacă UZ, F Vu, = 0 şi 
¿(Lo Yo) # 0, atunci ecuaţia în t este o imposibilitate si deci d N T = Ø. 
Dacă Ugs, + Uy = 0, 2(%g, Yo) = 0, ecuaţia este identic satisfăcută şi deci 


d ET, de unde d N T =d. 


Fie Po conică oarecare. O direcție 4(u, 0) se numeste directie asimploticŭ 
3 t dia 
pentru l dacă 


(ü, 0) = ayu? + 2ayguv + azv? = 0, 


N H2 Ti "pe ă care are O as a y i i 4 i 
în R?. Evident, o dreaptă care are o asemenea direcţie aparţine lui F sau taie 
pe T într-un singur punct sau nu taie pe P. 

PR > = 2 ací e. Ooni 7 lr, i 

Fie 5 = ait — tio Dacă 3 < 0 (conice de gen luperbolic), atunci ecuatia 
p(x, 2) = 0 dă două direcţii asimptotice. Dacă 3 > O(conice de gen eliptic) 
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atunci ecuaţia ọ(u, v) = 0 nu are soluţii nebanale, adică nu există direcţii 
asimplotice. Dacă 3 = 0 (conice de gen parabolic ), atunci ecuaţia p(u, v) = 0 
dă o direcţie asimptotică dublă. 

O dreaptă d: x = zo -+ ut, Y = Yo +0 te R se numește asimplota 
conicei I, dacă direcția ei (x, v) este o direcție asimptotică si d N I = Ø. Se 
observă că o asimptotă a conicei F este caracterizată prin ecuația 

USy Ei By = 0, 
unde (u, v) este o direcţie asimptotică şi gy, = 0, g&„ =0 nu implică 
Elto Yo) = 0. 

În concluzie, hiperbola admite două asimptote care trec prin centrul coni- 
cei, elipsa nu admite direcții asimptotice şi nici asimptote, iar parabola admite 
o direcție asimptotică, dar nu admite asimptotă (ecuația Ugy + vgy =Ù este 
o imposibilitate). 

Observaţie. Pentru graficele functiilor reale, noţiunea generală de asimptotă 


este dată în manualul de Analiză matematică. 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Se dau punctul 0(0,0), dreapta d: v + y — 1 = 0 si conica 
T: x? + 2xy +23 + 4y —2=0. 

Se cer: 
1) tangentele din O la F, 
2) ecuaţia reuniunii dU P, 

) elementele mulţimii d A F, 

4) asimptotele lui I, 

) ecuaţia tangentei şi ecuaţia normalei la F in B (o, 3) 
Solutie. 1) Se observă că axa Oy nu este langenlă la I. Orice altă dreaptă care trece 


prin origine are ecuaţia y = ma. Considerăm sistemul 


Y = Mis 
a + 2y + 22 + 4y — 2 = 0. 


rezultă (1 + 2m)e? + 2(1 + 2m)2—2=0 şi evident, 14-214 0. Punind condiţia ca 


această ecuaţie sá aibă rădăcină dublă găsim (t + 2m)? — 2(1 4- 2m) = 0, adică 
t 4 : e s vá 
m — Astfel din O(0, 0)se poate duce o singură tangentă la F şi anume dreapta de 
> 
E | 
cenafie y = — v. 
9 


z= a cosl li, y = b sin t,t €e [0, 27). 


2) Reuniunea d U T are ecuația 


(æ t y — Me + 22y + 2x + 4y — 2) = 0. 


3) Rezolvind sistemul 


Dl EN 
+ Day + 2w + 4y—2=0 


12) (22, 14-42). Acestea constituie coordonatele punctelor 


> 


găsim soluţiile (2, l — 
din dA T, 


A 


4) Direcțiile (u, v) ale celor două asimptote sìnt date de ocuafia e? + 2uv = 0. Rezultă 


u= 0 şi u+ 2v 0. Astfel găsim direcțiile (0, v) si (—2, 1). Deci 


0- (x+y +1) ++ 2) =0, v #0, 


respecliv, 


~x + y +1) +41 (742) =0. 


Aceasta înseamnă că asimptotele lui T au, respecliv, ecuațiile 4.2 =0six + 24y = 0; 


deci P este o hiperbolă. 


5) Prin dedublare găsim ecuaţia langenlei, 


s04 (o r «) + (e +0) +2fy +3)-2=0 


9 
[i toñ s A 3 £ pi ACES i y 3 i ¡ A 
adică 3w 4 4y — 2 = 0, Panta acestei drepte este — —, jar panta normalei este +. 
i 4 3 
De aceea normala în B la T are ecuaţia y — A = 
2 


9 N inaă ran Sty A . . 

2. Fie E o elipsă raportată la axe, A, A” virforile sale de pe Ox, iar B,B* 
cele de pe Oy si P. un punct oarecare al elipsei. 

1) Să se arate că dreapta determinată de punctele de intersecţie ale cercu- 
rilor circumscrise triunghiurilor PAA’ si PBR' este tangentă în P la £. 

2) Fic P,, P; simetricele lui P față de centrele celor două cercuri. Să se 
arabe că dreapta P,P, trece printr-un punct fix. 

3) Să se găsească locul geometric al simetricului punctului P faţă de centrul 


cercului circumscris triunghiului PAA’, cind P € E. 
Soluţie, 1) Cercurile care trec prin două puncle au centrele pe medialoarea segmentului 
care uneşte aceste puncle. 


y atig ar nio £ ali vas 
Ecuatia canonică a elipsei = 1. De aceea P are coordonatele 
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Deoarece 4'(—a, 0), Ala, 0) sìnt simetrice faţă de Oy, rezultă că cercurile care trec 


prin ÆA’ şi A au ecuaţii de forma a? + (y — v)? = adică q? + y? — 2uy = 02. 


Un asemenea cere trece prin P numai dacă a?cos? + b° sin? t — 2 vb sin t = a2, adică 


Analog, cercul care trece prin punctele P, B“(0, —b), B(0, b) are ecuaţia s? - y? — 


y - 2 PE a? — |? 
— duc = b?, cu condiţia a?cos? + bisinl — 2ua cost = b*, adică 2u = —— 
a 


-cosi t. 


Ecuația dreptei ce trece prin punctele de intersecție ale celor două cercuri se obline 
| 


scăzind, membru cu membru, ecuaţiile cercurilor; găsim 2ue -+ 20y = a? — b? cu condi- 


al — b? b? — q? 


tiile 2u = — cos t, 2u = ——— sin t. Înlocuind pe 2u si 2v, simplificind cu 
3 a b 
æ cos t y sint ; Bie a ze 
a? —b?, deducem an -4 222 = 1, iar aceasta este ecuaţia tangentei la E în P, 
a b 


obţinută prin dedublare, 


2) Cercul PAA’ are centrul O, (o = 


— sin ) iar cercul PBB’ are centrul 


O, | u= EA cos î, o) : 


De aceea simetricele lvi P(a cos 1, b sin t) față de O, și O, sint, respectiv, 


í A b? Fa: 
P,|—a cost, — — sin tf, Paf — — cos t, —b sin t|. 
b 0, 
Dreapta PP, are ecuaţia 

2 

q 

Y + — sin t 
æ +a cost bd 

cos t sin t 

a b 


adică ax sin t = by cos i = 0. Aceasta trece prin origine. 


9 


; : CEA ră E 
3) Locul geometric al punctului P, [e a Cost, — e sin :) are ecuaţiile paramotrice 


x= — acos t 


aei , t& [0 27) 
y = — A sin t 


sau ecuaţia carteziană implicită 


2 Dă 
T 4) 

— E 
a? al 


Aceasta este însă o elipsă, 


115 


84 


$ 7. Intersectia a două conice 


Fie conicele Y, : g(x, y) =0 si Da: A(x, y) =0. intersecția TiN To este 
caracterizalá prin sistemul 


[| s(x, y) =0, 
l ale, y) =0, (1 yE R. 


Deoarece fiecare dintre ecuaţiile acestui sistem are gradul doi, intersectia 
TiN P, conţine cel mult patru puncte. 
ros y . T ste eere r seuatia „2 ye m hay 
Presupunem că P, este cercul de ecuație (1) æ? + y? + 2ajx + 2b1y + 
+ cı = 0, iar T's este cercul de ecuaţie (2) x° + y? -+ 2agr + 2boy + ca = 0. 
Coordonatele punctelor comune trebuie să verifice ambele ecuatii, deci si 


ecuaţia obținută prin scăderea lor, 
(3) 2(aı — deja + 2(b, — bajy + ci — e = 0. 


Această ecuaţie reprezintă o dreaptă perpendiculară pe dreapta 'care unește 
centrele celor două cercuri şi se numește awa radicală a celor două cercuri, 
Sistemul format din ecuaţiile (1) şi (2) este echivalent cu sistemul format de 


ecuațiile (1) şi (3) sau cu cel format de ecuaţiile (2) si (3). 


PROBLEME REZOLVATE 


1. Se dau hiperbolele Ti: 2” + 22y — y? =1, Ta; —a* + 20y + y? =1. 


Sá se determine 1,N Ts. 


Solutie, Problema se reduce la rezolvarea sistemului 


II 


în RA. Scăzînd cele două ecuaţii rezultă x? — y? = 0. Astfel sistemul initial este echiva- 


leni cu 


(2 — y) (2 + y) =0, 
a+ Lay — y = 1. 


i 3 va MENS 
Din z = y şi 1% + 2ay — y? = 1 deducem soluțiile (+2, 4 2], lar a4y=0 


şi æ? + 2ay — y? = 4 nu au soluţii comune, În concluzie, T4 MT, conţine punctele de 


v3, Va) a (Vă, Va). 


coordonate | —-—— o t 


á á 
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2, Se cer punctele comune ale cercurilor Ca: æ? + y? — 3e — 4 = 0 și 
Tar a — 2=0. 
Solutie. Sistemul 
r f a A A 32 —4= 
le+g+ y—2=0 


este echivalent cu 


j a? -+ y? —3r—4=0, 
] Ba + y +2 =0. 
i MIS 
Rezultă A(0, —2), B| — E PE 
10 10 
J 3. Se consideră ecuaţia matriceală 


e ic =] z | 
i pi ae Bl = a fai e late aaa 


Să se rezolve ecuația în cazul cînd toate soluţiile sint reale, 


Solutie. Ecuatia devine 


1 f ze z 1 
(1) Sistemul e = ==. y= —a — adinite soluții reale dacă a e (o — — |: 
i ES 4 : 4 
A A ss A 1 
(îi) Sistemul y = 0, z? + a — a = 0, admite soluții reale dacă as|——, col. 
1 7 | 


Observăm că ambele sisteme admil. soluții reale numai pentru a = — — ; în acest caz 


4 


însă ambele sisteme se reduc la s = ——, y =0 gi deci 


9 
338 1 = 
A = 
1 
0 = — 
2 


Notă. Ecuația a? — y? + e —a = 0 reprezintă o familie de hiperbole, iar ecuaţia 
y(2z + 1) = 0 o reuniune de două drepte. 


§ 8. Aplicaţii în fizică si în tehnică 


Elipsa de inerție. Tie un plan raportat la reperul cartezian Oy si sistemul de puncte 
materiale Milt Y1),..., Malta, yn) avind respectiv masele m, .... min. Momentul de 
inerție al sistemului de puncte fajá de o axă de rotaţie h se defineşte prin expresia 
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n 
2 i 
În = D midi, unde d; este distanța de la punctul M; la asa h. Fără să afectăm gene- 
4=] i 
ralitatea problemei putem presupune că axa de rotaţie este hptx cos 0 + y sinô == 0, 
unde 9 este fixat. Rezultă d; = d(M;; ho) = | 2; cos 0 + 7; sin ð | si deci 


n 
(1) În, m mila; cos 0 + y; sin 0)? = Jy cos20 4 Tyy sin20 + Zysin?0, unde 


i= 


n n 
LI, = maa Ne i 12 sînt respectiv n na sie = 
y 2 iti, Ly = miy; sint respectiv momentele față de axele Oy, Oz, iar 
= 
n 
Ixy = D mix¡y¡ este momentul centrifugal. 
î=l 


Pentru 0 e [0, 27) variabil se obţin toate axele de rotaţie posibile ce trec prin origine 


L 
V Tr, 


(fascicul de drepte). Notind p= , adu bloy CE La 2;=pe030, 


y = p sin 0, relația (1) se transcrie 


2 


ax? + 2bzy + ey? = 4. 
Deoarece a > 0, ae — b? > 0 (de ce?), această ecuație reprezintă o elipsă E. În concluzie, 
oricare ar fi repartiția maselor m1, mn, Momentele de inerție ale sistemului de puncte 
{M,... Mn} în raport cu axele de rotație ce trec prin origine sînt caracterizate de elipsa E 
pomata elipsa de inerție a sistemului de puncte (M,,....Mn) fatá de punctul O (fig. IV. 39). 
Elipsa de inerfie joacă un rol important în mecanică si în rezistenta materialelor. 

Legea, Boyle-Mariotte. Experiente din fizică au dovedit că într-un regim izoterm produsul 
dintre presiunea p şi volumul V, ale aceleiaşi mase de gaz, rámine constant. 

Dacă (p, V) sînt interpretate ca fiind coordonatele unui punct dintr-un plan raportat 
la reperul cartezian pOV, atunci ecuaţia pV = const, p > 0, V > 0 reprezintă o tans 
a unei hiperbole echilatere (fig. IV. 40). În fizică această ramură se numeşte ¿zotermá. 

Energia potențială. Cimpul gravitațional newtonian (cîmp de atracţie) si cîmpul elec- 
trostatic coulombian (cìmp de atracție sau de respingere) au proprietatea că energia polen- 
țială U a unui punct material (de masă m în cazul cimpului gravitațional sau a sarcină 
electrică q în cazul cimpului coulombian) aflat în astfel de cimpuri eto invers proporţio- 
nală cu distanţa r de la origine la punctul material. Considerind că (r, U) sînt oodo 


Fig. IV. 39 Fig. IV. 40 
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Fig, IV, 41 Fig. IV. 42 


natele unui punet dintr-un plan raportat la reperul cartezian rOU, ecuația rU = const 
F p > y 


veprezintă o ramură a unet hiperbole echilatere situată în cadranul T dacă U > 0 sau în 


codeana IV dacă U < 0, pentru cimpul electrostatic sau numai în cadranul 1V pentru 


cimp gravitațional. 


Oglina parabolrce. Fie parabola P cu directoarea A şi focarul F. Tangenta la P într-un 


punct M e P este bisectoarea ungbiului FMLP, unde B este proiecția lui 17 pe directoarea 
h (tig. IV. 41). Pe această proprietate a parabolei se bazează construcția si functionarea 
telescopului reflector, captatorului de radiație solară, proiectorului, farulni ete. Mai precis, 
toate aceslea Tolosese oglinzi parabolice, adică oglinzi a căror supralatá este un paraboloid 
de rotaţie (supralaţă oblinulá prin rolivea unei parabole în jurul axei de simetrie). 


! telescopului reflector (lig. IV. 42) razele de lumină ce pornesc de la un punel 


oarecare al unui corp ceresc. silual în direcţia axel oglinzii, sint concentrate de oglindă 
in foca acesteia, iar razele ce nu sint paralele en axa oglinzii, dar nici prea înclinate lapā 
de axă, se concentrează in punute din apropierea focarului. Astfel, în planul focal al oglinzii, 
apare imaginea răsturnată a corpului ceresc. Situaţia este similară în cazul instalaţiilor 
energetice solare care folosesc efectul termic al radiaţiilor solare concentrate în „puncte“ 
cu ajutorul unor oglinzi parabolice, 

În cazul proiectorului (fig. IV. 43), sursa de lumină puternică se aşază în focarul oglinzii 
parabolice. Fasciculul de raze cu virful în tocar este rellectal de oglindă şi transformati 
intr-un fascicul de raze paralele cu axa oglinzii. Cazul farurilor este analog, 

Menţionăm că pe lingă oglinzile parabolice o mare aplicabilitate o au si oglinzile sferice, 


„elipsoidale şi hiperbolice, 
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Traiectorii intr-un cimp central. În cimpul gravitațional newtonian, ca şi în cîmpul elec- 
frostatic coulombian, traiectoria descrisă de un punct material esle o conică cu focarul in 


origine, În coordonatele polare (r, 0) ecuaţia acestei conice este 


P 


1 -+e cos 0 


s ee 


unde p este un parametro, iar e este excentricitatea conicei, 

Dacă e e (0, 1) atunci punctul material se mişcă peo elipsă si deci mişcarea este finită. 
Pentru e= 1, trajectoria este o parabolă, iar pentru e € (1, ce) trajectoria este o hiperbolá. 
Această teorie fizică este legată de probleme concrete: mișcarea planetelor în jurul soarelui 
şi legile Imi Kepler, lansarea de pe suprafaţa pămintului a sateliților artificiali și a rache- 
ielor, mișcarea electronilor în cimpul electrostatic al nucleelor ete. 


$ 9. Probleme propuse 


J. Se consideră triunghiul isoscel ABC, cu virfurile A(0, a), B(—b, 0), C(b, 0), a. b>0. 
1) Sá se serie ecuaţia cercului F circumscris triunghiului 408. 
2) Să se arate că tangenta în origine la cercul T este perpendiculară pe AC. 
3) Nolînd cu M un punct mobil pe cercul T, se cere locul geometric al centrului de 
greutale al triunghiului A BM. 


R. 1) 224 y + de — ay =0. 2) Ecuatia tangentei în origine la cercul P este 


bx — ay = 0, iar a dreptei AC este ax + by — ab = 0. 3) a2 + y? + ba — ayt 
01 

+ — (a? + b?) = 0. 
9 


2. Se consideră dreapla d: de — hy + 4=0, 

1) Să se serie ecuaţia bisectoarei b, a unghinlui ascuţit format de dreapta d cu axa Oy. 

2) Să se scrie ecuaţia cerenlui C, ce trece prin origine, tangent în origine dreplei y = mu, 

m e R — 40) şi care mai trece prin punctul de intersecție dintre bisecloarea b cu axa Oa. 
3) Presupunind m variabil, să so găsească locul geometric descris de centrul cercului C. 
MR. 1) b: 


= 90, A n 
2 2m 4 


3. Într-un reper cartezian se dau dreptele 
d: dz — (+ 1)y= 3 — t, 


io 


d: (3L + De + (t — 1y =6-—21eR. 


1) Să se arate că dreapla d trece printr-un pinet fix A si că dreapta d! trece printr-un 
punct, fix A. 


2) Să se calculeze unghiul orientat al dreptelor d, d’, 


2) 
3) Să se arate că punciul M, comun dreptelor d şi d, aparţine unui cerc fix. 


APS n 
R. 1) 4(2, 1), B(1, 3). 2) (d, d’) = P 8) Cutty y e — 3y = 0. 
+ 


4. Graficul funcţiei f: R > R, f(a) = e se numește clopot Gauss (lig. IV. 44). Să se 


găscascà intersecția dintre clopotul Gauss şi cercul cu centrul în origine și de rază unu. Sá se 


arate că cele două enrbe au aceeași tangentă în punctul de contact de pe axa Oy. 
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£ i si a - 1. Tangenta la gralie ci functii 
Indicatie. Se rezolvă sistemul y = e, 1. Tangenta ta gralical unei funci, 


derivabile /: R — R, în punctul (£o, [(z0)), are ecuaţia y — (20) = F (€o) lu — to). 


5. Fie elipsa Z: 4 Y a1 = 0, Să se afle tocul geometric al centrului de greutate 
j. Fie elipsa Li: - ca . i 
| e 5 3 A nld vp 

al triunghiului APE, unde M este un punet mobil pe elipsă, iar F şi F’ cele două forare. 


R. Ji: 


i | a ime 27 Pie T un cere, cu 
6. Se dă un cere C, cu diametrul [AB], de lungime 27 3 (0, oo), ; K ! 
centrul variabil Me și tangent în W la [AB]. Sá se gāscască locul geometrie al punelului 
“+ arii MEC 5 d 


de intersecție dintre dreapta MN cu coarda comună a cercurilor ( şi] A 


7. Se di elipsa E: s? 4 4y? — 4 =0. 


1) Sá se serie ecuaţia tangentei la Æ în punctul rfa, 3 . 


os YO RA rr 
2) Să se serie ecuaţiile Langentelor la elipsa E, paralele cu normala la Ece trece prin T. 
3) Să so serie ecuaţiile tangentelor duse din P(3, —1) la elipsa X. 


; i d e zează ecuaţia fasciculului de drepte paralele 
Indicaţie. 4) Prin dedublure. 2) Se utilizează ecuaţia fasciculu d i pară A 


3) Se foloseşte sistemul 


3) y 


+ r, ne R, care inter- 


secteazá elipsa în punclele P şi Q. 
1) Să se serie ecuația cercului C de diametru [ POL 
2) Fie ($, TIC CN E. Să se găsească locul geometric al punctului de intersecție al 
Y A i f. DA Se gauseal 

dreptelor PO şi ST cind n este variabil. 


n 12 4n y? LS B ENE 
Indicatie. 1) C: + S A ca E iS ) > (5— 1%, ne l-=V 5,1 5) 


D u 25 
z a = 
on o [a] a sai E ES ETA ss le sermen ul 
OS Tisa e si deci locul geometric este segment 
A 3 Vs V5 


9. Se dă hiperbola 
HH: 2% —2y? —2=0, 
1) Să se găsească ecuaţia tangentei la 17 în punctul 1/,(2, 1). 
2) Există tangente la M paralele cu normala la H în Mg? 
3) Să se scrie ecuaţiile tangentelor la 1 duse din A(0, 1). 
10. Se consideră hiperbota H şi un punct P în planni acesteia. Prin P se due paralele 


la asimptotele hiperbolei H. Vie A, W punctele de inters ectie ale acestor paralele cu 
hiperbola. 


1) Care este locul geometric al punctelor P care au proprietatea că dreapta MN trece 
prin centrul O al hiperbolei H? 
2) Care este locul geometric al punctelor P pentru care dreapta MN este. paralelă 
cu una din axele hiperbolei? 
R. 1) hiperbola conjugată lui H, 2) axa Oz, respecliv axa Oy. 
11. Fie hiperbola echilaterá M: 2? — y? = a? cu virfwile 4. B sio dreaptă variabilă 


paralelă cu axa Oz care taie pe H în C şi D. Notăm 4141) = CP N AD. Să se determine 
locul geometric al punctului M. 


„ Segmentul x = 0, y € (—a, a). 


12. Fie x si y coordonatele unui punct M în raport cu un reper cartezian. Să se expli- 
citeze şi să se reprezinte mulţimea 


pelei gh 


13. Sá se traseze graficul funcţiei f: R>R, flx) = ye A, 
+ 


14. În planul raportat la un reper cartezian se consideră parabola P: 2y = 2? Fie M 
un punct pe parabolă. Sá se determine, în funcţie de abscisa m a lui M: 


1) coordonatele punctului T unde tangenta în M la P taie axa Oz, aria triunghiului 
OTM şi coordonatele centrului de greulate G al aceluiaşi triunghi, 


2) locul geometric al punctului G cînd M descrie parabola dată, 


Sá se arate că înălțimea triunghiului OT M corespunzătoare virtului T trece printr-un 
punct fx: 


3 2 
R. 4) T (= o), aria (OTM) =, ah, a 2) Parabola: 


2 6 


E n ye ui „meR. Punctul fix A(0, 1). 


Ñ 
t= — 
2 6 


15. Să se determine regiunile din planul 20y, unde trebuie să se găsească punctul 
M(x, y), astlel ca ecuaţia 1602 + 4(æ — 5 -+ y — 31 + 5=0 inte R, să aibă: 
1) O rădăcină cuprinsă între 0 si 4. 


2) Ambele rădăcini cuprinse între 0 si 4. 
Indica pie. Ecuația are rădăcini reale dacă 2? 2s — 4y + 520. Apartenența la 
[0, 1] adaugă va y — 3x + 5) (z +y +1) <0 respectiv 2) y — 3s + 520, æ+ y -+ 


4120, 0 


3 
16. Să se figureze mulțimea punctelor M ale căror coordonate satisfac sistemul 
yet, Yi+z— 1 >0. 
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Fig. IV. 45 


ili virt i scuțit prins într ină (fi 7. 45) se apasă 
17. Pentru a pili virful unui corp ascuțit prins într-o menghină (fig. IV. 45) pi 


o n, 
pila la cele două capete cu forțele fa şi Fa care fac cu direcţia pilei unghiuri de 30 și respectiv 


60°. Gunoscind lungimea pilei 1 = 25 cm, |] fı || = 80 N şi neglijind greutatea proprie a 


» 7 ` 1 încìt pila 
pileci, să se determine felul în care irebuie să v arieze mărimea forței f, astfe Į 


să-și păstreze orizontalitatea în timpul lucrului, 
Indicalie. Se impune egalitatea momentelor fortelor f, și fa față de punctul de contact 


al pilei cu corpul de pilit. Rezultă 


ee e Sl e; 


Graficul este un arc de hiperbolă. 


18. Fie elipsa (hiperbola san parabola) T, fie punctul M e P sio on a care nu 
(rece prin M. Fie MN (fig. IV. 46) o dreaptă care taie pe d în L (dacă M = N, 2 ent 
MN este Lrangenta la T în punctul M). Să se arate că există un punct A e T cu proprie 
tatea că funcția f: T — {4} > d, F(N) = L este bijectivá (injeclivă). 


Indicatie. A este punctul pentru care MA || d. 


19. Sá se discute poziţia cercurilor 


j i e 9 = A] Ss $— LATS 
Indicatie. Se vor considera cazurile: 1) e = 0; 2) « € (—1, 1); 3) as (—1, +1}; 


4) e e(—0, —1) U (L +00 
20. Se dă egalitatea (y — 2) — 2yl + 2+y+1=0, undeteR, iar (x, y) sînt 
coordonatele unui punct din plan. Considerind pe £ drept necunosculă, sá se determine 


semnul rădăcinilor acestei ecuaţii. 


21. Printre perechile (x, y) de numere reale care satisfac inegalitățile y—zs1, 


y+uwsl, y 
R. (0, 1), (0, —1). 


Fig. IV. 46 


123 


IA 


y>a— să se determine acelea pentru care y este maxim sau minim. 
Sud 


Du 


Să se rezolve în R? sistemele de ecuaţii 


1) $ le +y— Da + y? — 61) =0, 


şi să se interpreteze geometric rezultatele găsite. 


CUPRINS 
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$ 1. Pransformări: geometiice T oea e moma e me ee mim a e ne a 
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Capitolul IV. Conice 
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ur 


CO un un un 


1, Cercul A A A E o E E 
IA e ss a Slds O 
SP POLDOIA desd uta ae en naa Aa 
O PRIVADO a als ar 
EROIICO Dal mid od ns ras ul SN 
6. Intersecţia dintre o dreaptă şi o conică .....ooooooooomm.o.o.o..». 
TN Inlersecția: a “două. GONGO kirgon ne T alea do ez aaa na asa aa aa aa a 
8. Aplicații ZEE SIN EONIA aa e elo 
9: roblermeipEODUSEI ce ses sa eta aleea aaa Ia e aaa A e EN 
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